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Âúâåäåíèå

Íàñòîÿùèÿò ó÷åáíèê ïîêðèâà ó÷åáíèÿ ìàòåðèàë, âêëþ÷åí â äèñöèïëèíàòà Âèñøà
ìàòåìàòèêà � ÷àñò II, èçó÷àâàíà îò ñòóäåíòèòå â òåõíè÷åñêèòå íàïðàâëåíèÿ íà
ÎÊÑ

”
áàêàëàâúð“ íà Òåõíè÷åñêè óíèâåðñèòåò � Ãàáðîâî.

Îòäåëíèòå ãëàâè ñà ïîñâåòåíè íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè; íåîïðåäåëåí è
îïðåäåëåí èíòåãðàë è íÿêîè òåõíè ïðèëîæåíèÿ; îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ
îò ïúðâè è îò ïî-âèñîê ðåä.

Òåîðåòè÷íèÿò ìàòåðèàë å èëþñòðèðàí ñ ïîäõîäÿùè ðåøåíè ïðèìåðè, à òàì, êúäåòî
ïî ïðåöåíêà íà àâòîðèòå å óìåñòíî, ñà äàäåíè è çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíè óïðàæíåíèÿ
íà ñòóäåíòèòå. Íåîáõîäèìàòà áàçà, ãàðàíòèðàùà ðàçáèðàíå è óñâîÿâàíå íà ìàòåðèàëà,
ïðåäñòàâåí â ó÷åáíèêà, ñà çíàíèÿòà îò èçó÷àâàíàòà Âèñøà ìàòåìàòèêà � ÷àñò I,
êàêòî è çíàíèÿòà, ïîëó÷åíè îò ó÷èëèùíèÿ êóðñ íà îáó÷åíèå.

Ó÷åáíèêúò áè ìîãúë äà áúäå ïîëåçåí è íà äîêòîðàíòè, ñïåöèàëèçàíòè è èíæåíåðè,
êîèòî àêòèâíî ïðèëàãàò ìàòåìàòèêà â ñâîÿòà ðàáîòà.

Àâòîðèòå áèõà ïðèâåòñòâàëè îòçèâè, çàáåëåæêè è ïðåïîðúêè, îòíàñÿùè ñå äî
ñúäúðæàíèåòî è èçëîæåíèåòî íà òîçè ó÷åáíèê.

þíè 2025 ã.
ãð. Ãàáðîâî
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Ãëàâà 1

Ôóíêöèÿ íà äâå íåçàâèñèìè

ïðîìåíëèâè

1.1 Îêîëíîñòè è îáëàñòè â ðàâíèíàòà

Íåêà ε > 0 è (x0, y0) å ôèêñèðàíà òî÷êà â ðàâíèíàòà.
Ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè (x, y), çà êîèòî

(x− x0)2 + (y − y0)2 < ε2,

å êðúãîâà ε−îêîëíîñò; à ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè (x, y), çà êîèòî∣∣∣∣ |x− x0| < ε
|y − y0| < ε

å êâàäðàòíà ε−îêîëíîñò. ×èñëîòî ε ñå íàðè÷à ðàäèóñ íà ñúîòâåòíàòà îêîëíîñò, à
òî÷êàòà (x0, y0) å íåéíèÿò öåíòúð.

Îãðàíè÷åíà å îáëàñòòà, çà êîÿòî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò ñ ðàäèóñ R (êîëêîòî è
ãîëÿì äà å òîé), ñúäúðæàùà âñÿêà òî÷êà îò îáëàñòòà.

Åäíà òî÷êà å ãðàíè÷íà (èëè êîíòóðíà), àêî âñÿêà íåéíà îêîëíîñò ñúäúðæà
êàêòî òî÷êè îò îáëàñòòà (íàðè÷àìå ãè âúòðåøíè), òàêà è òî÷êè, íåïðèíàäëåæàùè
íà îáëàñòòà (âúíøíè).

Àêî êîíòóðíèòå òî÷êè ñå ïðè÷èñëÿâàò êúì îáëàñòòà, òÿ å çàòâîðåíà. Â ïðîòèâåí
ñëó÷àé îáëàñòòà å îòâîðåíà. Êîãàòî ñïîìåíàâàìå çà îáëàñò â ðàâíèíàòà, ïî ïîäðàçáè-
ðàíå òÿ å îòâîðåíà.

Âñÿêà îáëàñò, êîÿòî å îãðàíè÷åíà è çàòâîðåíà, ñå íàðè÷à êîìïàêòíà.

1.2 Îïðåäåëåíèå çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè

Îïðåäåëåíèå 1.1 Íåêà D å îáëàñò â ðàâíèíàòà, à f å ïðàâèëî, ïî êîåòî íà âñÿêî
(x, y) ∈ D ñå ñúïîñòàâÿ ÷èñëî z = f(x, y). Êàçâàìå, ÷å ïî òîçè íà÷èí å äåôèíèðàíà
ôóíêöèÿ f(x, y) íà äâå íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè x è y.
Òîâà ìîæå äà ñå çàïèøå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: {(x, y, z) : z = f(x, y)}.
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Ôèãóðà 1.2: D = {(x, y) : y ≤ x}

Ìíîæåñòâîòî D îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) â ðàâíèíàòà, çà êîèòî äàäåíà ôóíêöèÿ z =
f(x, y) èìà ñìèñúë, ñå íàðè÷à íåéíî äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî. Äåôèíèöèîííîòî
ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè å ñúâêóïíîñò îò òî÷êè â ðàâíèíàòà è
ïðåäñòàâëÿâà ðàâíèííà îáëàñò (èëè îáåäèíåíèå íà òàêèâà îáëàñòè).

Ïðèìåð 1.1: z ≡ f(x, y) =
x2 − y2

x− 3y
Ôóíêöèÿòà èìà ñìèñúë çà âñè÷êè (x, y), çà êîèòî çíàìåíàòåëÿò x− 3y å ðàçëè÷åí

îò 0, ñëåäîâàòåëíî äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî å D = {(x, y) : x 6= 3y}.
Â ñëó÷àÿD ïðåäñòàâëÿâà äâå îòâîðåíè ïîëóðàâíèíè x > 3y è x < 3y, ðàçïîëîæåíè

ñúîòâåòíî ïîä è íàä ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå x = 3y (Ôèã. 1.1).
Äâå ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè íà äàäåíàòà ôóíêöèÿ íà äâåòå íåçàâèñèìè ïðîìåí-

ëèâè x è y ñà íàïðèìåð: z = f(3, 0) = 3 è z = f(4, 2) = −6.

Ïðèìåð 1.2: z = ln(1− x2 − y2)
Ïðåäâèä äåôèíèöèÿòà íà ëîãàðèòìè÷íà ôóíêöèÿ (ëîãàðèòìóâà ñå ñàìî ïîëîæèòåë-

íà âåëè÷èíà!),
1− x2 − y2 > 0,

ñëåäîâàòåëíî äåôèíèöèîííàòà îáëàñò å îòâîðåíèÿò êðúã ñ ðàäèóñ 1:

D = {(x, y) : x2 + y2 < 1}.
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Ôèãóðà 1.3: D = {(x, y) : y > −x}

Ïðèìåð 1.3: z =
√
x− y

Òúé êàòî ñå êîðåíóâà ñ êîðåí âòîðè, òî x − y ≥ 0, ò.å. y ≤ x. Ñëåäîâàòåëíî
D = {(x, y) : y ≤ x} (çàòâîðåíà îáëàñò).

Êîãàòî íåðàâåíñòâîòî y ≤ x ñå èçïúëíÿâà êàòî ðàâåíñòâî, ò.å. êîãàòî y = x, òîâà
îïèñâà âñè÷êè òî÷êè (x, y), ëåæàùè íà ïðàâàòà ñ òîâà óðàâíåíèå (úãëîïîëîâÿùàòà íà
úãúëà íà I è III êâàäðàíò). Òî÷êèòå ñ êîîðäèíàòè (x, y), çà êîèòî å èçïúëíåíî y < x,
ñà âñè÷êè òî÷êè, ëåæàùè â ïîëóðàâíèíàòà ïîä òàçè ïðàâà (Ôèã. 1.2).

È òàêà, äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òî÷êè â ðàâíèíàòà,
íàìèðàùè ñå âúðõó è ïîä ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå y = x.

Îò ñâîÿ ñòðàíà, z ∈ [0,+∞), òúé êàòî 0 ≤
√
x− y < +∞ çà âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ D.

Ïðèìåð 1.4: z =
√
x+ y

Àíàëîãè÷íî íà Ïðèìåð 1.3, èìàìå x+ y ≥ 0, ò.å. y ≥ −x.
Òîãàâà D = {(x, y) : y ≥ −x} (çàòâîðåíà îáëàñò).
Êîãàòî íåðàâåíñòâîòî y ≥ −x ñå èçïúëíÿâà êàòî ðàâåíñòâî (y = −x), òîâà îïðåäåëÿ

òî÷êèòå ñ êîîðäèíàòè (x, y), êîèòî ëåæàò âúðõó ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå y = −x � òîâà å
úãëîïîëîâÿùàòà íà úãúëà íà II è IV êâàäðàíò. Òî÷êèòå ñ êîîðäèíàòè (x, y), çà êîèòî
å èçïúëíåíî y > −x, ñà âñè÷êè òî÷êè, ëåæàùè â ïîëóðàâíèíàòà íàä òàçè ïðàâà.

Îêîí÷àòåëíî, äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òî÷êè â ðàâíèíàòà,
íàìèðàùè ñå âúðõó è íàä ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå y = −x (Ôèã. 1.3).

Òúé êàòî 0 ≤
√
x+ y <=∞ çà âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ D, òî z ∈ [0,+∞).

Ïðèìåð 1.5: z = ln
(
x2 + y

)
Íà ëîãàðèòìóâàíå ñå ïîäëàãàò ñàìî ñòðîãî ïîëîæèòåëíè âåëè÷èíè, ò.å. x2 +y > 0.

ñëåäîâàòåëíî y > −x2, ò.å. D = {(x, y) : y > −x2}.
Êîíòóðúò íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâîD å ãðàôèêàòà íà ïàðàáîëàòà ñ óðàâíåíèå

y = −x2. Òî÷êèòå (x, y) ∈ D ñå íàìèðàò íàä ãðàôèêàòà íà ïàðàáîëàòà (Ôèã. 1.4).
Ëîãàðèòìè÷íàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ïðèåìà âñåâúçìîæíè ñòîéíîñòè, ò.å. z ∈ R.
Ïðèìåð 1.6: z =

√
9− x2 − y2

Ïîäêîðåííàòà âåëè÷èíà òðÿáâà äà áúäå íåîòðèöàòåëíà: 9− x2 − y2 ≥ 0, ò.å.

x2 + y2 ≤ 32.
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Ôèãóðà 1.4: D = {(x, y) : y > −x2}

Ôèãóðà 1.5: Çàòâîðåíèÿò êðúã ñ öåíòúð ò. (0, 0) è ðàäèóñ 3

Ñëåäîâàòåëíî D å çàòâîðåíèÿò êðúã ñ öåíòúð ò. (0, 0) è ðàäèóñ 3 (Ôèã. 1.5).

Ïðèìåð 1.7: z = arcsin(xy)
Êàêòî å èçâåñòíî îò äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà arcsin, íåéíèÿò àðãóìåíò å â

èíòåðâàëà [−1, 1], ñëåäîâàòåëíî −1 ≤ xy ≤ 1, ò.å.∣∣∣∣ xy ≥ −1
xy ≤ 1,

îòêúäåòî y ≥ −1

x
è y ≤ 1

x
.

Îêîí÷àòåëíî, äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ðàçãëåæäàíàòà ôóíêöèÿ å ðàçïîëîæåíî

ìåæäó ãðàôèêèòå íà õèïåðáîëèòå y = −1

x
è y =

1

x
(Ôèã. 1.6).
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Ôèãóðà 1.6: Äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà z = arcsin(xy)

1.3 Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè

Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿ z = f(x, y) ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D.
Ïîä ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà ùå ðàçáèðàìå ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâîòî

{(x, y, z) : z = f(x, y), (x, y) ∈ D}.

Â îáùèÿ ñëó÷àé ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè å ïîâúðõíèíà.
Êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé, àêî ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿ, êîÿòî å ëèíåéíà îòíîñíî ñâîèòå

ïðîìåíëèâè: z = ax+ by+ c, êúäåòî a, b, c ñà ðåàëíè ÷èñëà (êîåôèöèåíòè), òî íåéíàòà
ãðàôèêà å ðàâíèíà.

Ïðèìåð 1.8: z = 1− 2x− y
Ùîì âñè÷êèòå êîåôèöèåíòè â àíàëèòè÷íèÿ çàïèñ íà äàäåíàòà ëèíåéíà ôóíêöèÿ

ñà ðàçëè÷íè îò íóëà, íåéíàòà ãðàôèêà å ðàâíèíà â îáùî ïîëîæåíèå, ò.å. ðàâíèíà,
êîÿòî íå å óñïîðåäíà íèòî íà êîîðäèíàòíà ðàâíèíà, íèòî íà êîîðäèíàòíà îñ, íèòî
ìèíàâà ïðåç êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî O(0, 0, 0).

Ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà òàçè ðàâíèíà ñ êîîðäèíàòíèòå îñè Ox,Oy è Oz ñúîòâåòíî

ñà (
1

2
, 0, 0), (0, 1, 0) è (0, 0, 1) (Ôèã. 1.7).

Ïðèìåð 1.9: z =
√

9− x2 − y2

Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò (Ïðèìåð 1.6) ñå îïðåäåëÿ îò x2 + y2 ≤ 9, êîåòî îïèñâà
çàòâîðåí êðúã ñ ðàäèóñ 3.

Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà ïðåäñòàâëÿâà ãîðíàòà ïîëóñôåðà ñ ðàäèóñ 3 (Ôèã. 1.8).

Ïðèìåð 1.10: z = x2 + 4y2

Ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà çà âñÿêî (x, y) ∈ R2. Ãðàôèêàòà �è ñå íàðè÷à åëèïòè÷åí
ïàðàáîëîèä (Ôèã. 1.9). Òîâà å ïîâúðõíèíà, êîÿòî, àêî ïðåñå÷åì ñ õîðèçîíòàëíà
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Ôèãóðà 1.7: z = 1− 2x− y

Ôèãóðà 1.8: Ãîðíàòà ïîëóñôåðà z =
√

9− x2 − y2

Ôèãóðà 1.9: Åëèïòè÷íèÿò ïàðàáîëîèä z = x2 + 4y2
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ðàâíèíà (óñïîðåäíà íà êîîðäèíàòíàòà ðàâíèíà Oxy) z = C, C > 0, ùå ïîëó÷èì
åëèïñà ñ óðàâíåíèå x2 + 4y2 = C.

1.4 Ãðàíèöà è íåïðåêúñíàòîñò

Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿ z = f(x, y) ñ äåôèíèöèîíío ìíîæåñòâî D.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Àêî çà âñÿêà ðåäèöà îò òî÷êè, ïðèíàäëåæàùè íà äåôèíèöèîííîòî
ìíîæåñòâî P1(x1, y1), P2(x2, y2), . . . , Pn(xn, yn), . . ., êëîíÿùà êúì òî÷êà P0(x0, y0) ñúîò-
âåòíàòà ðåäèöà îò ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè z(x1, y1), z(x2, y2), . . . , z(xn, yn), . . . å
ñõîäÿùà è êëîíè êúì ÷èñëî A, òî êàçâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà
f(x, y) ïðè (x, y), êëîíÿùî êúì (x0, y0).

Áåëåæèì ñ
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = A èëè lim

x→x0
y→y0

f(x, y) = A.

Â ñðàâíåíèå ñ ôóíêöèÿ íà åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà, òóê íåùàòà ñà ïî-ñëîæíè,
òúé êàòî ñå èçèñêâà êîãàòî çà êàêâèòî è äà ñà ðåäèöè îò òî÷êè îò äåôèíèöèîííîòî
ìíîæåñòâîD, êëîíÿùè êúì P0(x0, y0), ñúîòâåòíèòå (÷èñëîâè) ðåäèöè îò ôóíêöèîíàëíè
ñòîéíîñòè äà êëîíÿò êúì åäíî è ñúùî ÷èñëîA. Òóê òî÷êàòà (x0, y0) íå å çàäúëæèòåëíî
äà ïðèíàäëåæè íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 1.11: lim
(x,y)→(1,0)

xy

sinx2y
= lim

(x,y)→(1,0)

1

x

x2y

sinx2y

= lim
(x,y)→(1,0)

1

x
lim

(x,y)→(1,0)

1
sinx2y
x2y

= lim
(x,y)→(1,0)

1

sinx2y

x2y

=
1

lim(x,y)→(1,0)
sinx2y

x2y

= 1.

Ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè íå áèâà äà ñå ñìåñâà ñ ò. íàð.
ïîâòîðíà ãðàíèöà:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) 6= lim
x→x0

(
lim
y→y0

f(x, y)

)
.

Ïðèìåð 1.12: Ãðàíèöàòà lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
íå ñúùåñòâóâà, çàùîòî àêî (x, y) →

(0, 0) ïî ïðàâàòà y = kx (k = const 6= 0), òî ùå ïîëó÷èì, ÷å

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

x→0

kx2

x2 + k2x2
=

k

1 + k2

� ÷èñëî, çàâèñåùî îò ïàðàìåòúðà k, êîéòî ìîæå äà ïðèåìà âñÿêà ñòîéíîñò, ðàçëè÷íà
îò 0.

Ñúùåâðåìåííî îáà÷å lim
x→0

(
lim
y→0

xy

x2 + y2

)
= 0.
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Îïðåäåëåíèå 1.3 Àêî çà âñÿêà ðåäèöà îò òî÷êè, ïðèíàäëåæàùè íà äåôèíèöèîííîòî
ìíîæåñòâî P1(x1, y1), P2(x2, y2), . . . , Pn(xn, yn), . . ., êëîíÿùà êúì òî÷êà P0(x0, y0) ∈
D ñúîòâåòíàòà ðåäèöà îò ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè z(x1, y1), z(x2, y2), . . . , z(xn, yn), . . .
å ñõîäÿùà è êëîíè êúì ÷èñëîòî f(x0, y0), òî êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x, y) å íåïðå-
êúñíàòà â òî÷êàòà (x0, y0).

Ñ äðóãè äóìè, çà äà å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿòà â äàäåíà òî÷êà P0(x0, y0) ∈ D, òî:

1. òàçè òî÷êà P0(x0, y0) ïðèíàäëåæè íà äåôèíèöèîííoòî ìíîæåñòâî D;

2. ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà â òàçè òî÷êà lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y);

3. ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà ñúâïàäà ñúñ ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà â òàçè òî÷êà:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Äàäåíà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà â îáëàñò, êîãàòî å íåïðåêúñíàòà âúâ âñÿêà
òî÷êà îò îáëàñòòà.

1.5 ×àñòíè ïðîèçâîäíè

Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿ z = f(x, y) ñ äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî D.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Ïîä ÷àñòíà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) îòíîñíî ïðîìåí-
ëèâàòà x â òî÷êàòà (x0, y0) ∈ D ðàçáèðàìå âåëè÷èíàòà

∂f

∂x
(x0, y0) = (f(x, y0))′x=x0

.

Àíàëîãè÷íî, ÷àñòíà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) îòíîñíî ïðîìåíëèâàòà
y â òî÷êàòà (x0, y0) ∈ D å âåëè÷èíàòà

∂f

∂y
(x0, y0) = (f(x0, y))′y=y0

.

Àêî ôóíêöèÿòà çàâèñè îò åäíà ïðîìåíëèâà, òî íåéíàòà ïðîèçâîäíà ñå íàðè÷à
îáèêíîâåíà. Ñëåäîâàòåëíî ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà îòíîñíî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå å
âñúùíîñò îáèêíîâåíà ïðîèçâîäíà ïðè ïîëîæåíèå, ÷å äðóãàòà ïðîìåíëèâà ñ÷èòàìå çà
êîíñòàíòà, ò.å. å çà ìîìåíò ôèêñèðàíà.

Ïðèìåð 1.13:Ùå ïðåñìåòíåì ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè
∂f

∂x
(2, 3) è

∂f

∂y
(2, 3) çà ôóíêöèÿòà

f(x, y) = x3 + y2.
Ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèå 1.4,

∂f

∂x
(2, 3) =

(
x3 + y2

)′∣∣∣
(x,y)=(2,3)

= 3x2
∣∣
(x,y)=(2,3)

= 12,
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∂f

∂y
(2, 3) =

(
x3 + y2

)′∣∣∣
(x,y)=(2,3)

= 2y|(x,y)=(2,3) = 6.

Íåêà (x, y) å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò D.

×àñòíèòå ïðîèçâîäíè
∂f

∂x
(x, y) è

∂f

∂y
(x, y) ñå îïðåäåëÿò îò ÷àñòíèòå íàðàñòâàíèÿ:

∆fx(x, y) = f(x+ ∆x, y)− f(x, y) è ∆fy(x, y) = f(x, y + ∆y)− f(x, y),

êúäåòî ∆x è ∆y ñà íÿêàêâè (ìàëêè) íàðàñòâàíèÿ/èçìåíåíèÿ ñúîòâåòíî íà ïðîìåíëèâèòå
x è y.

Òîãàâà ïî äåôèíèöèÿ

∂f

∂x
(x, y) = lim

∆x→0

∆fx(x, y)

∆x
= lim

∆x→0

f(x+ ∆x, y)− f(x, y)

∆x
,

∂f

∂y
(x, y) = lim

∆y→0

∆fy(x, y)

∆y
= lim

∆y→0

f(x, y + ∆y)− f(x, y)

∆y
,

àêî ñúîòâåòíèòå ãðàíèöè ñúùåñòâóâàò.
Ìíîãî ÷åñòî ñå èçïîëçâàò è ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

∂f

∂x
(x, y) = f ′x(x, y) è

∂f

∂y
(x, y) = f ′y(x, y).

Îòíîñíî òåõíèêàòà íà äèôåðåíöèðàíå ïðè ôóíêöèÿ íà äâå (è ïîâå÷å) íåçàâèñèìè
ïðîìåíëèâè, êîãàòî äèôåðåíöèðàìå ñïðÿìî x, çà ìîìåíò ñ÷èòàìå y çà êîíñòàíòà
(÷èñëî); ñúîòâåòíî, êîãàòî äèôåðåíöèðàìå ñïðÿìî y, òî x ñ÷èòàìå çà êîíñòàíòà.

Ïðèìåð 1.14: Ùå ïðåñìåòíåì ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà

f(x, y) = x3siny − 2y4 :

∂f

∂x
(x, y) = 3x2siny;

∂f

∂y
(x, y) = x3cosy − 8y3.

Äà îòáåëåæèì, ÷å îñâåí ÷àñòíè íàðàñòâàíèÿ, ïðè ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè
ñúùåñòâóâà è ïúëíî íàðàñòâàíå:

∆f(x, y) = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y).

Â îáùèÿ ñëó÷àé ∆f(x, y) 6= ∆fx(x, y) + ∆fy(x, y)!

Íåêà çà ôóíêöèÿòà z = f(x, y) ñúùåñòâóâàò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè
∂f

∂x
(x, y) è

∂f

∂y
(x, y). Òåçè ïðîèçâîäíè îò ñâîÿ ñòðàíà ñúùî ñà ôóíêöèè íà äâåòå íåçàâèñèìè

ïðîìåíëèâè x è y.
×àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà òåçè ôóíêöèè ñå íàðè÷àò ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè

ðåä íà ôóíêöèÿòà f(x, y).
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Âñÿêà îò ïðîèçâîäíèòå îò ïúðâè ðåä
∂f

∂x
(x, y) è

∂f

∂y
(x, y) èìà äâå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè

� îòíîñíî x è îòíîñíî y. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâàò ÷åòèðè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò
âòîðè ðåä, êîèòî ñå äåôèíèðàò è îçíà÷àâàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

∂

∂x

(
∂f

∂x
(x, y)

)
=
∂2f

∂x2
(x, y),

∂

∂y

(
∂f

∂x
(x, y)

)
=

∂2f

∂x ∂y
(x, y),

∂

∂x

(
∂f

∂y
(x, y)

)
=

∂2f

∂y∂x
(x, y),

∂

∂y

(
∂f

∂y
(x, y)

)
=
∂2f

∂y2
(x, y).

Ïðîèçâîäíèòå
∂2f

∂x ∂y
è

∂2f

∂y ∂x
ñå íàðè÷àò ñìåñåíè. Ïúðâàòà ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç

äèôåðåíöèðàíå ïúðâî îòíîñíî x, à ïîñëå îòíîñíî y; ïðè äðóãàòà å îáðàòíî.
Ïðè íåïîñðåäñòâåíî ïðåñìÿòàíå íà ñìåñåíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä íà ðåäèöà

ôóíêöèè ñå ïîëó÷àâà åäíàêúâ ðåçóëòàò è òîâà íå å ñëó÷àéíî. Â ñèëà å ñëåäíàòà îáùà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.1 Àêî ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä íà ôóíêöèÿòà z = f(x, y) ñà
íåïðåêúñíàòè, òå ñà ðàâíè ïîìåæäó ñè:

∂2f

∂x ∂y
(x, y) =

∂2f

∂y ∂x
(x, y).

Âúç îñíîâà íà Òåîðåìà 1.1, àêî óñëîâèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò å èçïúëíåíî, ãîâîðèì
âå÷å íå çà ÷åòèðè, à çà òðè íà áðîé ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä:

∂2f

∂x2
,

∂2f

∂x ∂y
=

∂2f

∂y ∂x
è

∂2f

∂y2
.

×àñòíè ïðîèçâîäíè íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä ñå íàðè÷àò ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè îò òðåòè ðåä è ò.í.

Ïðèìåð 1.15: Ùå ïðåñìåòíåì ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè îò ïúðâè è âòîðè ðåä íà
ôóíêöèÿòà f(x, y) = x4 + y4 − 2x2y2.

Ïúðâî ïðåñìÿòàìå:
∂f

∂x
= 4x3 − 4xy2.

Àíàëîãè÷íî
∂f

∂y
= 4y3 − 4x2y.

Òîãàâà
∂2f

∂x2
= (4x3 − 4xy2)′x = 12x2 − 4y2;

∂2f

∂y2
= (4y3 − 4x2y)′y = 12y2 − 4x2.

Ïðåñìÿòàìå è ñìåñåíàòà ïðîèçâîäíà

∂2f

∂x∂y
= (4x3 − 4xy2)′y = −8xy =

∂2f

∂y∂x
.
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1.6 Ïúëåí äèôåðåíöèàë

Îïðåäåëåíèå 1.5 Âåëè÷èíàòà

df(x, y) =
∂f

∂x
(x, y) ∆x+

∂f

∂y
(x, y) ∆y (1.1)

ñå íàðè÷à ïúëåí (òîòàëåí) äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà f(x, y).

Ïúëíèÿò äèôåðåíöèàë df(x, y) å ãëàâíà ÷àñò íà ïúëíîòî íàðàñòâàíå íà ôóíêöèÿòà
∆f(x, y):

∆f(x, y) = df(x, y) + α(∆x,∆y),

êúäåòî α(∆x,∆y) å áåçêðàéíî ìàëêà âåëè÷èíà, ò.å.

lim
∆x→0
∆y→0

α(∆x,∆y)√
∆x2 + ∆y2

= 0.

(Íàïîìíÿìå, ÷å ∆f(x, y) = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y)!)

Àêî ðàçãëåäàìå ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, ïðè êîéòî f(x, y) = x, òî òîãàâà åñòåñòâåíî

d f(x, y) = d x. Îò äðóãà ñòðàíà îáà÷å, êàòî çàìåñòèì â (1.1)
∂f

∂x
(x, y) = 1,

∂f

∂y
(x, y) = 0,

ïîëó÷àâàìå d f(x, y) = ∆x. Ñëåäîâàòåëíî

∆x = d x. (1.2)

Àíàëîãè÷íî, àêî ðàçãëåäàìå ÷àñòíèÿ ñëó÷àé f(x, y) = y, ïîëó÷àâàìå

∆y = d y. (1.3)

Îò (1.1), (1.2) è (1.3) çà ïúëíèÿ äèôåðåíöèàë ïîëó÷àâàìå:

d f(x, y) =
∂f

∂x
(x, y) dx+

∂f

∂y
(x, y) dy. (1.4)

Ïðåäâèä Îïðåäåëåíèå 1.5, â ñèëà ñà ñëåäíèòå îñíîâíè ïðàâèëà çà ðàáîòà ñ ïúëåí
äèôåðåíöèàë:

1. d(C) = 0, C = const;

2. d(f1 + f2) = d f1 + d f2;

3. d(kf) = k d f, k = const;

4. d(f1 f2) = f1 df2 + f2 df1;

5. d

(
f1

f2

)
=
f2 df1 − f1 df2

f 2
2

;

6. dF (u(x, y)) = F ′(u) du(x, y).
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Ïðèìåð 1.16:Ùå íàìåðèì ïúëíèÿ äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 +y2.

Òúé êàòî
∂f

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= 2y, òî d (x2 + y2) = 2x dx+ 2y dy = 2(x dx+ y dy).

Ïðèìåð 1.17: Ùå íàìåðèì ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè è ïúëíèÿ äèôåðåíöèàë íà
ôóíêöèÿòà f(x, y) =

√
xy â òî÷êàòà (1, 4).

Â ñëó÷àÿ
∂f

∂x
(x, y) = (

√
xy)′x =

√
y
(√

x
)′
x

=
√
y

1

2
√
x

=

√
y

2
√
x

;

∂f

∂y
(x, y) = (

√
xy)′y =

√
x (
√
y)′y =

√
x

1

2
√
y

=

√
x

2
√
y
,

îòêúäåòî íàìèðàìå

df(x, y) =
∂f

∂x
(x, y) dx+

∂f

∂y
(x, y) dy =

√
y

2
√
x
dx+

√
x

2
√
y
dy =

1

2
√
xy

(y dx+ x dy).

Ñëåäîâàòåëíî

∂f

∂x
(1, 4) =

√
y

2
√
x

∣∣∣∣
(x,y)=(1,4)

=

√
4

2
= 1;

∂f

∂y
(1, 4) =

√
x

2
√
y

∣∣∣∣
(x,y)=(1,4)

=
1

2
√

4
=

1

4

è ñúîòâåòíî df(1, 4) = dx+
1

4
dy.

Ïî àíàëîãèÿ íà (1.4) ñå âúâåæäà è ïîíÿòèåòî ïúëåí äèôåðåíöèàë îò âòîðè
ðåä:

Îïðåäåëåíèå 1.6 Âåëè÷èíàòà

d2f(x, y) =
∂2f

∂x2
(x, y) (dx)2 +

∂2f

∂x∂y
(x, y) dxdy +

∂2f

∂y∂x
(x, y) dydx+

∂2f

∂y2
(x, y) (dy)2

ñå íàðè÷à ïúëåí äèôåðåíöèàë îò âòîðè ðåä íà ôóíêöèÿòà f(x, y).
Â ñëó÷àé, ÷å ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä ñà ðàâíè ïîìåæäó ñè,

ïúëíèÿò äèôåðåíöèàë îò âòîðè ðåä äîáèâà âèäà

d2f(x, y) =
∂2f

∂x2
(x, y) (dx)2 + 2

∂2f

∂x∂y
(x, y) dxdy +

∂2f

∂y2
(x, y) (dy)2 (1.5)

Ïðèìåð 1.18: Ùå íàìåðèì ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè è ïúëíèòå äèôåðåíöèàëè îò I
è II ðåä íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy − y2 + 2x â òî÷êàòà (3,−2).

È òàêà, â ñëó÷àÿ:

∂f

∂x
(x, y) =

(
xy − y2 + 2x

)′
x

= y + 2,

∂f

∂y
(x, y) =

(
xy − y2 + 2x

)′
y

= x− 2y,

df(x, y) = (y + 2) dx+ (x− 2y) dy,
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ñëåäîâàòåëíî ïðåñìÿòàìå:
∂f

∂x
(3,−2) = 0,

∂f

∂y
(3,−2) = 7, îòêúäåòî df(3,−2) = 7 dy.

Ñúîòâåòíî, çà ïðîèçâîäíèòå îò âòîðè ðåä ïîëó÷àâàìå:

∂2f

∂x2
(x, y) =

∂

∂x

(
∂f

∂x
(x, y)

)
= (y + 2)′x = 0,

∂2f

∂y2
(x, y) =

∂

∂y

(
∂f

∂y
(x, y)

)
= (x− 2y)′y = −2,

∂2f

∂x ∂y
(x, y) =

∂

∂x

(
∂f

∂y
(x, y)

)
= (x− 2y)′x = 1.

Òîãàâà

d2f(x, y) =
∂2f

∂x2
(x, y) (dx)2 + 2

∂2f

∂x∂y
(x, y) dxdy +

∂2f

∂y2
(x, y) (dy)2

= 2 dx dy − 2(dy)2 = 2dy (dx− dy).

Òúé êàòî ïðîèçâîäíèòå îò II ðåä ñà êîíñòàíòè, òî ðåçóëòàòèòå çà òÿõ è çà äèôåðåíöèàëà
îò II ðåä ñà âàëèäíè çà âñÿêà òî÷êà (x, y), à ñëåäîâàòåëíî â ÷àñòíîñò è çà òî÷êàòà
(3,−2).

1.7 Ëîêàëíè åêñòðåìóìè íà ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè

Îïðåäåëåíèå 1.7 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà z = f(x, y), (x, y) ∈ D èìà ëîêàëåí
åêñòðåìóì â òî÷êàòà (x0, y0) ∈ D è ïî-êîíêðåòíî:

- ëîêàëåí ìàêñèìóì, àêî ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò íà òàçè òî÷êà, ÷å å
èçïúëíåíî f(x, y) ≤ f(x0, y0) çà âñÿêà òî÷êà (x, y) îò òàçè îêîëíîñò;

- ëîêàëåí ìèíèìóì, àêî ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò íà òàçè òî÷êà, ÷å å
èçïúëíåíî f(x, y) ≥ f(x0, y0) çà âñÿêà òî÷êà (x, y) îò òàçè îêîëíîñò.

Â ïúðâèÿ ñëó÷àé (ïðè ìàêñèìóì) âúðõó ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà òî÷êàòà (x0, y0)
ùå áúäå "âðúõ"; âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé (ïðè ìèíèìóì) òî÷êàòà ùå áúäå "äîëèíà".

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà äèôåðåí-
öèðóåìà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè:

Òåîðåìà 1.2 Àêî â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0) ∈ D ñúùåñòâóâàò ÷àñòíèòå

ïðîèçâîäíè
∂f

∂x
è
∂f

∂y
è â òî÷êàòà (x0, y0) ôóíêöèÿòà f(x, y) äîñòèãà ëîêàëåí åêñòðåìóì,

òî
∂f

∂x
(x0, y0) = 0,

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

(1.6)
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Óñëîâèåòî (1.6) å ïðåäïîñòàâêà çà íàëè÷èå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, áåç îáà÷å äà ãî
ãàðàíòèðà. Ñ äðóãè äóìè, òîâà óñëîâèå å íåîáõîäèìî, íî íå è äîñòàòú÷íî.

Çà äà ôîðìóëèðàìå äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà äèôåðåíöè-
ðóåìà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, ùå âúâåäåì ñëåäíîòî îçíà÷åíèå:

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f

∂x2
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂y2
(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåîðåìà 1.3 Íåêà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0) ∈ D ôóíêöèÿòà f(x, y) ïðèòåæàâà
ïðîèçâîäíè îò ïúðâè è âòîðè ðåä è â ò. (x0, y0) å èçïúëíåíî óñëîâèåòî (1.6).

Òîãàâà:
- àêî ∆(x0, y0) > 0, òî â ò. (x0, y0) ôóíêöèÿòà f(x, y) èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì,

êîéòî å ìàêñèìóì ïðè
∂2f

∂x2
(x0, y0) < 0 è ìèíèìóì ïðè

∂2f

∂x2
(x0, y0) > 0;

- àêî ∆(x0, y0) < 0, òî â ò. (x0, y0) ôóíêöèÿòà f(x, y) íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì;
- àêî ∆(x0, y0) = 0, òî â ò. (x0, y0) ôóíêöèÿòà f(x, y) ìîæå äà èìà, à ìîæå è

äà íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Òî÷êà îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò D, êîÿòî èçïúëíÿâà óñëîâèå (1.6), ñå íàðè÷à
ñòàöèîíàðíà.

Ñòàöèîíàðíà òî÷êà, êîÿòî îáà÷å íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, ñå íàðè÷à
ñåäëîâà.

Çàáåëåæêà 1.1 Òåîðåìà 1.2 äàâà íåîáõîäèìî, à Òåîðåìà 1.3 � äîñòàòú÷íî óñëîâèå
çà íàëè÷èå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êè, â êîèòî ôóíêöèÿòà å äèôåðåíöèðóåìà.
Òðÿáâà äà îòáåëåæèì îáà÷å, ÷å åêñòðåìóì ìîæå äà ñå äîñòèãà è â òî÷êè, â êîèòî
ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ íå å äèôåðåíöèðóåìà.

Òàêà íàïðèìåð, ôóíêöèÿòà z =
√
x2 + y2 èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â íà÷àëîòî íà

êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà O(0, 0), íî â òàçè òî÷êà ôóíêöèÿòà íå ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíè.
Ãðàôèêàòà íà òàçè ôóíêöèÿ å áåçêðàåí ïðàâ êðúãîâ êîíóñ ñ âðúõ â êîîðäèíàòíîòî
íà÷àëî è îñ, ñúâïàäàùà ñ îñòà Oz (Ôèã. 1.10).

Ñëåäîâàòåëíî, àêî ðàçãëåæäàìå íå ñàìî äèôåðåíöèðóåìè, à ïî-îáùî, íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè, òðÿáâà äà îáîáùèì, ÷å ëîêàëåí åêñòðåìóì ìîæå äà ñå äîñòèãà íå ñàìî â
ñòàöèîíàðíè òî÷êè, à ñúùî è â òî÷êè îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò, â êîèòî ôóíêöèÿòà
íå å äèôåðåíöèðóåìà.

Ïðèìåð 1.19: Ùå èçñëåäâàìå çà ëîêàëíè åêñòðåìóìè ôóíêöèÿòà

f(x, y) = x2 − xy + y2 + 5x− 4y + 10.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.2 è Òåîðåìà 1.3, òúðñèì ñòàöèîíàðíè òî÷êè íà ôóíêöèÿòà
êàòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:
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Ôèãóðà 1.10: Êîíóñúò z =
√
x2 + y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, y) = 2x− y + 5 = 0

∂f

∂y
(x, y) = −x+ 2y − 4 = 0

.

Òîâà å ñèñòåìà îò äâå ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñ äâå íåèçâåñòíè. Àêî îò ïúðâîòî
óðàâíåíèå èçðàçèì y = 2x + 5 è ãî çàìåñòèì âúâ âòîðîòî, ïîëó÷àâàìå 3x + 6 = 0,
îòêúäåòî x = −2 è ñëåäîâàòåëíî y = 1. È òàêà, åäèíñòâåíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà å
(−2, 1).

Çà äà îïðåäåëèì äàëè â òàçè òî÷êà èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì, îáðàçóâàìå ∆(x, y):

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f

∂x2
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂y2
(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
2 −1

−1 2

∣∣∣∣∣∣ = 3.

Çàáåëåæêà 1.2 Òîâà, ÷å âúâ âñÿêà òî÷êà (x, y) å èçïúëíåíî ∆(x, y) > 0 íå îçíà÷àâà,
÷å âúâ âñÿêà òî÷êà ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì! Íàïîìíÿìå, ÷å ïðè äèôåðåíöè-
ðóåìè ôóíêöèè (à ñëó÷àÿò å òàêúâ) ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.2 åêñòðåìóì åâåíòóàëíî ñå
äîñòèãà ñàìî â ñòàöèîíàðíà òî÷êà.

Òúé êàòî ∆(x, y) = 3 > 0 çà âñÿêî (x, y), òî ∆(−2, 1) = 3 > 0, ñëåäîâàòåëíî â
òî÷êàòà (−2, 1) ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ïîíåæå
∂2f

∂x2
(−2, 1) = 2 > 0, åêñòðåìóìúò å ìèíèìóì. Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà ìó:

fmin(−2, 1) = 3.

Ïðèìåð 1.20: Ùå èçñëåäâàìå çà ëîêàëíè åêñòðåìóìè ôóíêöèÿòà

f(x, y) = 3x2y + y3 − 18x− 30y.
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Çà äà íàìåðèì ñòàöèîíàðíè òî÷êè íà ôóíêöèÿòà, ñúñòàâÿìå ñèñòåìàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, y) = 6xy − 18 = 0

∂f

∂y
(x, y) = 3x2 + 3y2 − 30 = 0

⇒

∣∣∣∣∣∣
xy = 3

x2 + y2 = 10

Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå èçðàçÿâàìå y =
3

x
è çàìåñòâàìå âúâ âòîðîòî:

x2 +
9

x2
= 10 ⇒ x4 − 10x2 + 9 = 0, ò.å. (x2 − 1)(x2 − 9) = 0.

Òîâà óðàâíåíèå èìà ÷åòèðè ðåøåíèÿ: x1,2 = ±1 è x3,4 = ±3. Êàòî ãè çàìåñòèì â

y =
3

x
, ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè çà y: y1,2 = ±3 è y3,4 = ±1.

Òîãàâà ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñà: (1, 3), (−1,−3), (3, 1), (−3,−1).

Îáðàçóâàìå äåòåðìèíàíòàòà ∆(x, y):

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f

∂x2
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂y2
(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
6y 6x

6x 6y

∣∣∣∣∣∣ = 36y2 − 36x2 = 36(y2 − x2).

Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà ∆(x, y) â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè:

∆(±1,±3) = 36(9−1) = 288 > 0, ñëåäîâàòåëíî â òî÷êèòå (±1,±3) ôóíêöèÿòà èìà
ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Òúé êàòî
∂2f

∂x2
(1, 3) = 18 > 0, (1, 3) å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì;

∂2f

∂x2
(−1,−3) = −18 < 0,

ñëåäîâàòåëíî(−1,−3) å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì.

∆(±3,±1) = 36(1 − 9) = −288 < 0, ñëåäîâàòåëíî â òî÷êèòå (±3,±1) ôóíêöèÿòà
íÿìà ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Íàêðàÿ ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòèòå íà ïîëó÷åíèòå ëîêàëíè åêñòðåìóìè:

fmin(1, 3) = −72, fmax(−1,−3) = 72.

Ïðèìåð 1.21: Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà

f(x, y) = x3 + 3xy2 − 39x− 36y + 10.

Ïðîèçâîäíèòå îò I ðåä íà ôóíêöèÿòà ñà:

∂f

∂x
(x, y) = 3x2 + 3y2 − 39,

∂f

∂y
(x, y) = 6xy − 36.
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Òúðñèì ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, y) = 3x2 + 3y2 − 39 = 0

∂f

∂y
(x, y) = 6xy − 36 = 0

⇒

∣∣∣∣∣∣
x2 + y2 = 13

xy = 6.

Îò âòîðîòî óðàâíåíèå íà ñèñòåìàòà èçðàçÿâàìå y =
6

x
(çàùî âñúùíîñò ìîæåì äà

äåëèì íà x?) è çàìåñòâàìå â ïúðâîòî óðàâíåíèå:

x2 +
36

x2
= 13, îòêúäåòî x4 − 13x2 + 36 = 0,

ñëåäîâàòåëíî x2 = 4 èëè x2 = 9, ò.å. ñúîòâåòíî x = ±2 èëè x = ±3.

Òîãàâà, êàòî âçåìåì ïðåäâèä y =
6

x
, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ñòàöèîíàðíè òî÷êè:

(3, 2); (−3,−2); (2, 3); (−2,−3).

Ïðîèçâîäíèòå îò âòîðè ðåä ñà:

∂2f

∂x2
(x, y) = 6x,

∂2f

∂x ∂y
(x, y) = 6y,

∂2f

∂y2
(x, y) = 6x.

Òîãàâà

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
6x 6y

6y 6x

∣∣∣∣∣∣ = 36x2 − 36y2 = 36(x2 − y2).

Ñòîéíîñòòà íà ∆(x, y) â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè å:

∆(±3,±2) = 180 > 0, ∆(±2,±3) = −180 < 0,

îòêúäåòî çàêëþ÷àâàìå, ÷å â òî÷êèòå (±3,±2) ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëíè åêñòðåìóìè,
à òî÷êèòå (±2,±3) ñà ñåäëîâè, ò.å. â òÿõ íÿìà ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Ïðè òîâà, òúé êàòî
∂2f

∂x2
(3, 2) = 18 > 0, òî (3, 2) å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì; òúé

êàòî
∂2f

∂x2
(−3,−2) = −18 < 0, òî (−3,−2) å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì:

fmin(3, 2) = −116, fmax(−3,−2) = 136.

1.8 Óñëîâíè åêñòðåìóìè íà ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè

Íåêà ñà äàäåíè ôóíêöèÿ z = f(x, y), (x, y) ∈ D è óñëîâèå, äàâàùî âðúçêà ìåæäó
íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè: ϕ(x, y) = 0.

Çàäà÷àòà çà óñëîâåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè å ñëåäíàòà:
èçìåæäó âñè÷êè òî÷êè (x, y), êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî ϕ(x, y) = 0 äà ñå
íàìåðÿò òåçè, â êîèòî ôóíêöèÿòà z = f(x, y) äîñòèãà åêñòðåìàëíè ñòîéíîñòè.
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Çà ðàçëèêà îò îáè÷àéíèòå òî÷êè íà ëîêàëíè åêñòðåìóìè ñåãà ñòîéíîñòòà íà ôóíê-
öèÿòà â òî÷êèòå íà óñëîâåí åêñòðåìóì ñå ñðàâíÿâàò ñúñ ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà
íå âúâ âñè÷êè òî÷êè â îêîëíîñò íà åêñòðåìàëíèòå, à ñàìî â òåçè îò òÿõ, êîèòî
èçïúëíÿâàò çàäàäåíîòî óñëîâèå.

È òàêà, ïðè çàäàäåíà ôóíêöèÿ z = f(x, y) ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D òúðñèì â êîè
èçìåæäó òî÷êèòå îò D, êîîðäèíàòèòå íà êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèå ϕ(x, y) = 0,
ôóíêöèÿòà èìà åêñòðåìàëíè ñòîéíîñòè.

Àêî âèäúò íà óñëîâèåòî å òàêúâ, ÷å îò íåãî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå ìîæå äà ñå
èçðàçè â ÿâåí âèä ïîñðåäñòâîì äðóãàòà ïðîìåíëèâà, òî êàòî ÿ çàìåñòèì â àíàëèòè÷íèÿ
èçðàç íà ôóíêöèÿòà z, ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ íà åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà. Ïî òîçè
íà÷èí ñòèãàìå äî äîáðå ïîçíàòàòà çàäà÷à çà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ íà åäíà
ïðîìåíëèâà.

Ïðèìåð 1.22: Âúðõó õèïåðáîëàòà x2−y2 = 4 äà ñå íàìåðè òàçè òî÷êà, ðàçñòîÿíèåòî
íà êîÿòî äî òî÷êàòà M2(0, 2) å íàé-ìàëêî (Ôèã. 1.11).

Êâàäðàòúò íà ðàçñòîÿíèåòî îò ïðîèçâîëíà òî÷êà M(x, y) äî òî÷êàòà M0(0, 2) å:

z(x, y) = (x− 0)2 + (y − 2)2 = x2 + (y − 2)2.

Òîâà å âñúùíîñò ôóíêöèÿòà, ÷èèòî åêñòðåìóìè (è ïî-òî÷íî ìèíèìóì) òúðñèì ïðè
ïîëîæåíèå, ÷å òî÷êèòå, ñðåä êîèòî òúðñèì, ëåæàò âúðõó õèïåðáîëàòà, ò.å. èçïúëíÿâàò
óñëîâèå x2 − y2 = 4.

Îò çàäàäåíîòî óñëîâèå èçðàçÿâàìå, ÷å x2 = y2 + 4 è çàìåñòâàìå x2 â èçðàçà íà
ôóíêöèÿòà:

z = x2 + (y − 2)2 = y2 + 4 + (y − 2)2 = y2 + 4 + y2 − 4y + 4 = 2(y2 − 2y + 4).

Èçñëåäâàìå ôóíêöèÿòà z = 2(y2−2y+4) çà ëîêàëíè åêñòðåìóìè. Ïúðâàòà ïðîèçâîäíà

z′y = 2(2y − 2) = 4(y − 1)

ñå àíóëèðà â òî÷êàòà y = 1, ñëåäîâàòåëíî òàçè òî÷êà å êðèòè÷íà. Â íåÿ ïðîèçâîäíàòà
ñìåíÿ çíàêà ñè, òàêà ÷å òîâà å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Òúé êàòî ñìÿíàòà íà
çíàê â òî÷êàòà y = 1 å îò − êúì +, òî ëîêàëíèÿò åêñòðåìóì å ìèíèìóì.

Íàìèðàìå ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò íà x ïðè y = 1: x2 = 12 + 4 = 5, ñëåäîâàòåëíî
x = ±

√
5.

È íàêðàÿ, óñëîâíèÿò ìèíèìóì, êîéòî ñå äîñòèãà â äâåòå òî÷êè (±
√

5, 1) (Ôèã.
1.11), òðÿáâà äà ñå ïðåñìåòíå (çàìåñòâàìå (x, y) ñ òåçè òî÷êè â àíàëèòè÷íèÿ èçðàç íà
ôóíêöèÿòà:

fmin(±
√

5, 1) = (±
√

5)2 + (1− 2)2 = 5 + 1 = 6.

Â îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî îò óñëîâèåòî ϕ(x, y) = 0 íå ìîæåì äà èçðàçèì åäíà îò
ïðîìåíëèâèòå è ïî òîçè íà÷èí äà ÿ èçêëþ÷èì îò èçðàçà íà ôóíêöèÿòà, ñå íàëàãà
äà ñúñòàâèì ñïîìàãàòåëíà ôóíêöèÿ íà Ëàãðàíæ, êîÿòî îò÷èòà êàêòî ôóíêöèÿòà,
÷èéòî åêñòðåìóì ñå òúðñè, òàêà è íàëîæåíîòî óñëîâèå:

F (x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y). (1.7)

Â òàêà âúâåäåíàòà ôóíêöèÿ λ å ïàðàìåòúð, êîéòî ñå íàðè÷à ìíîæèòåë íà
Ëàãðàíæ.
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Ôèãóðà 1.11: Õèïåðáîëàòà x2 − y2 = 4

Òúðñèì ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè íà F (x, y, λ) îò ñèñòåìàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F

∂x
(x, y, λ) = 0

∂F

∂y
(x, y, λ) = 0

ϕ(x, y) = 0

(1.8)

Ñèñòåìàòà (1.8) å îò òðè óðàâíåíèÿ, ñ òðè íåèçâåñòíè � x, y è λ. Ðåøåíèÿòà íà òàçè
ñèñòåìà (àêî èìà òàêèâà) ïðåäñòàâëÿâàò ñòàöèîíàðíè òî÷êè (x0, y0) ïðè ñúîòâåòíà
ñòîéíîñò λ0 íà ìíîæèòåëÿ íà Ëàãðàíæ λ.

Òàçè ñèñòåìà íè äàâà íåîáõîäèìî óñëîâèå çà óñëîâåí åêñòðåìóì â ñëó÷àé íà
äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ.

Çà äà ôîðìóëèðàìå äîñòàòú÷íî óñëîâèå â ñëåäâàùàòà Òåîðåìà 1.4, íåêà äà
ïðèïîìíèì, ÷å ïðåäâèä (1.5) îò Îïðåäåëåíèå 1.6, äèôåðåíöèàëúò îò âòîðè ðåä íà
ñïîìàãàòåëíàòà ôóíêöèÿ F (x, y, λ) å:

d2F (x, y, λ) =
∂2F

∂x2
(x, y, λ) (dx)2 + 2

∂2F

∂x∂y
(x, y, λ) dxdy +

∂2F

∂y2
(x, y, λ) (dy)2.

Òåîðåìà 1.4 Íåêà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0) ∈ D ôóíêöèÿòà F (x, y, λ) ïðèòå-
æàâà ïðîèçâîäíè îò ïúðâè è âòîðè ðåä è (x0, y0, λ0) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (1.8).

Òîãàâà:
- àêî d2F (x0, y0, λ0) > 0, òî â ò. (x0, y0) ôóíêöèÿòà f(x, y) èìà óñëîâåí ìèíèìóì;

- àêî d2F (x0, y0, λ0) < 0, òî â ò. (x0, y0) ôóíêöèÿòà f(x, y) èìà óñëîâåí ìàêñèìóì;

- àêî d2F (x0, y0, λ0) = 0, òî â ò. (x0, y0) ôóíêöèÿòà f(x, y) ìîæå äà èìà, à ìîæå
è äà íÿìà óñëîâåí åêñòðåìóì.
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Ïðèìåð 1.23: Ùå íàìåðèì åêñòðåìóìèòå íà ôóíêöèÿòà

f(x, y) = x2 + 2y2

ïðè óñëîâèå, ÷å x2 +y2 = 2x+3. Â òîçè ïðèìåð åëèïòè÷íèÿò ïàðàáîëîèä z = x2 +2y2

ñå èçðÿçâà îò êðúãîâèÿ öèëèíäúð x2 + y2 = 2x+ 3.
Ùå ðåøèì çàäà÷àòà ïî äâà íà÷èíà.
Ïúðâè íà÷èí. Ñúñòàâÿìå ñïîìàãàòåëíà ôóíêöèÿ F (x, y, λ), êîÿòî îò÷èòà êàêòî

ôóíêöèÿòà z, òàêà è óñëîâèåòî. Îáðúùàìå âíèìàíèå íà òîâà, ÷å óñëîâèåòî òðÿáâà äà
áúäå âúâ âèäà ϕ(x, y) = 0, òàêà ÷å â ñëó÷àÿ x2 + y2 − 2x− 3 = 0.

Òîãàâà, ñúãëàñíî (1.7):

F (x, y, λ) = x2 + 2y2 + λ(x2 + y2 − 2x− 3).

Òúðñèì ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè íà ñïîìàãàòåëíàòà ôóíêöèÿ F (x, y, λ) êàòî ðåøåíèÿ
íà ñèñòåìàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F

∂x
(x, y, λ) = 2x+ 2λ(x− 1) = 0

∂F

∂y
(x, y, λ) = 4y + 2λy = 0

x2 + y2 − 2x− 3 = 0

⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ λ(x− 1) = 0

y(2 + λ) = 0

x2 + y2 − 2x− 3 = 0

.

Äà ðàçãëåäàìå âòîðîòî óðàâíåíèå îò ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà. Îò íåãî ñëåäâà, ÷å èëè
y = 0, èëè 2 + λ = 0, ò.å. λ = −2.

I ñëó÷àé. Êîãàòî y = 0, ñëåä êàòî ãî çàìåñòèì, ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣
x+ λ(x− 1) = 0

x2 − 2x− 3 = 0.

Âòîðîòî îò óðàâíåíèÿòà (êâàäðàòíî) èìà êîðåíè x1 = −1 è x2 = 3. Çàìåñòâàìå x ñ
òåçè ñòîéíîñòè â ïúðâîòî óðàâíåíèå è ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíè ñòîéíîñòè çà ïàðàìåòúðà

λ: λ1 = −1

2
è λ2 = −3

2
.

Ñëåäîâàòåëíî îò òîçè ñëó÷àé ïîëó÷èõìå ñëåäíèòå ñòàöèîíàðíè òî÷êè: (−1, 0) ïðè

λ = −1

2
è (3, 0) ïðè λ = −3

2
.

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå è II ñëó÷àé.. Êîãàòî λ = −2, ãî çàìåñòâàìå â ïîëó÷åíàòà
ñèñòåìà è ñòèãàìå äî:∣∣∣∣∣∣

x− 2x+ 2 = 0

x2 + y2 − 2x− 3 = 0
⇒

∣∣∣∣∣∣
x = 2

y2 − 3 = 0

Ðåøåíèÿòà íà òàçè ñèñòåìà ñà ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè (2,±
√

3), ïîëó÷åíè ïðè λ =
−2. Ñëåä êàòî ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñà âå÷å íàìåðåíè, ïðåñìÿòàìå ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè
îò âòîðè ðåä íà F (x, y, λ):
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∂2F

∂x2
(x, y, λ) = 2 + 2λ;

∂2F

∂x∂y
(x, y, λ) = 0;

∂2F

∂y2
(x, y, λ) = 4 + 2λ.

Òîãàâà
d2F (x, y, λ) = (2 + 2λ)(dx)2 + (4 + 2λ)(dy)2.

Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà d2F (x, y, λ) â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè:

• d2F (−1, 0,−1

2
) = (dx)2 + 3(dy)2, ñëåäîâàòåëíî â òî÷êàòà (−1, 0) ôóíêöèÿòà z

èìà óñëîâåí ìèíèìóì: fmin(−1, 0) = 1.

• d2F (3, 0,−3

2
) = −(dx)2 + (dy)2 è ñåãà ùå íàïðàâèì äîïúëíèòåëíè ðàçãëåæäàíèÿ,

çà äà îïðåäåëèì çíàêà.

Âçåìàìå äèôåðåíöèàë îò çàäàäåíîòî óñëîâèå: d(x2+y2−2x−3) = 0, ñëåäîâàòåëíî

(x2 + y2 − 2x− 3)′x dx+ (x2 + y2 − 2x− 3)′y dy = 0

ò.å. ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà çàâèñèìîñò: (2x− 2)dx+ 2ydy = 0.

Êàòî çàìåñòèì â íåÿ x è y ñ êîîðäèíàòèòå íà ðàçãëåæäàíàòà â ìîìåíòà òî÷êà
(3, 0), ïîëó÷àâàìå 4dx = 0, ò.å. dx = 0.

Ùîì â òî÷êàòà (3, 0) èìàìå dx = 0, òî d2F (3, 0,−3

2
) = (dy)2 > 0, êîåòî îçíà÷àâà,

÷å è â òàçè òî÷êà ôóíêöèÿòà z èìà óñëîâåí ìèíèìóì: fmin(3, 0) = 9.

• d2F (2,±
√

3,−2) = −2(dx)2 < 0, ñëåäîâàòåëíî â äâåòå ñòàöèîíàðíè òî÷êè (2,±
√

3)
ôóíêöèÿòà z èìà óñëîâíè ìàêñèìóìè: fmax(2,±

√
3) = 10.

Âòîðè íà÷èí. Îò çàäàäåíîòî óñëîâèå ïîëó÷àâàìå y2 = −x2 + 2x + 3, êîåòî
çàìåñòâàìå âúâ ôóíêöèÿòà è äîñòèãàìå äî:

z(x) = −x2 + 4x+ 6;

z′(x) = −2x+ 4 = 0 ⇔ x = 2, y2 = −4 + 4 + 3 = 3, y = ±
√

3.

Òúé êàòî z′′ < 0, òî è â äâåòå ñòàöèîíàðíè òî÷êè M1,2(2,±
√

3) ùå èìàìå ëîêàëåí
ìèíèìóì

zmin(2,±
√

3) = 10.

Ãðàíè÷íèòå òî÷êè çà x ∈ [−1, 3] ñúùî ñå èçñëåäâàò (âèæ ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô
1.9), çàùîòî M3(−1, 0) è M4(3, 0) ñà âúòðåøíè òî÷êè çà êðèâàòà îò óñëîâèåòî �
îêðúæíîñòòà x2 + y2 = 2x+ 3.

Òîãàâà z(−1, 0) = 1 è z(3, 0) = 9.
Íåêà ε å ïðîèçâîëíî ìàëúê ïàðàìåòúð.

Çà x = −1 + ε:

y2 = −(−1 + ε)2 + 2(−1 + ε) + 3 = 4ε− ε2;

z(−1 + ε, 4ε− ε2) = (−1 + ε)2 + 2(4ε− ε2) = 1 + 6ε− ε2 > 1.
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Çà x = 3− ε:
y2 = −(3− ε)2 + 2(3− ε) + 3 = 4ε− ε2;

z(3− ε, 4ε− ε2) = (3− ε)2 + 2(4ε− ε2) = 9 + 2ε− ε2 > 9.

Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå M3(−1, 0) è M4(3, 0) ñà òî÷êè íà ëîêàëåí ìèíèìóì:

zmin(−1, 0) = 1 è zmax(3, 0) = 9.

Ïðèìåð 1.24: Ùå íàìåðèì åêñòðåìóìèòå íà ôóíêöèÿòà

f(x, y) = 1− xy

âúðõó åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò x2 + y2 = 1.

Ñúñòàâÿìå ñïîìàãàòåëíàòà ôóíêöèÿ

F (x, y, λ) = 1− xy + λ(x2 + y2 − 1)

è ñúñòàâÿìå è ðåøàâàìå ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà (1.8), çà äà íàìåðèì ñòàöèîíàðíèòå
òî÷êè: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F

∂x
(x, y, λ) = −y + 2λx = 0

∂F

∂y
(x, y, λ) = −x+ 2λy = 0

x2 + y2 = 1.

Àêî èçâàäèì ïî÷ëåííî ïúðâèòå äâå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àâàìå:

−y + x+ 2λx− 2λy = 0 ⇔ x− y + 2λ(x− y) = 0 ⇔ (x− y)(1 + 2λ) = 0,

êîåòî íàëàãà äà ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ.
I ñëó÷àé. x− y = 0, ò.å. y = x , êîåòî çàìåñòâàìå â ïúðâîòî è òðåòîòî óðàâíåíèå

(èëè âòîðîòî è òðåòîòî!) è ïîëó÷àâàìå

∣∣∣∣ −x+ 2λx = 0
2x2 = 1

⇔

∣∣∣∣∣ x(2λ− 1) = 0

x2 =
1

2

⇔

∣∣∣∣∣∣∣
λx =

1

2

x = ± 1√
2
,

ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷åíèòå îò òîçè ñëó÷àé ñòàöèîíàðíè òî÷êè ñà

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
ïðè

λ =
1

2
.

II ñëó÷àé. 1+2λ = 0, ò.å. λ = −1

2
, êîåòî çàìåñòâàìå â ïúðâîòî è òðåòîòî óðàâíåíèå

è ïîëó÷àâàìå

∣∣∣∣ −x− y = 0
x2 + y2 = 1

⇔

∣∣∣∣∣ y = −x
x2 =

1

2

⇔

∣∣∣∣∣∣∣
y = ∓1

2

x = ± 1√
2
,

26



ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷åíèòå îò âòîðèÿ ñëó÷àé ñòàöèîíàðíè òî÷êè ñà

(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
ïðè

λ = −1

2
.

Ïðåñìÿòàìå ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä íà ñïîìàãàòåëíàòà ôóíêöèÿ F (x, y, λ):

∂2F

∂x2
(x, y, λ) = 2λ;

∂2F

∂x∂y
(x, y, λ) = −1;

∂2F

∂y2
(x, y, λ) = 2λ,

îòêúäåòî çà äèôåðåíöèàëà îò âòîðè ðåä ïîëó÷àâàìå:

d2F (x, y, λ) = 2λ (dx)2 − 2 dx dy + 2λ (dy)2.

Ïðåñìÿòàìå d2F (x, y, λ) â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè, êàòî âñúùíîñò îò çíà÷åíèå å
çíàêúò ìó:

• d2F

(
± 1√

2
,± 1√

2
,
1

2

)
= (dx)2 − 2dxdy + (dy)2 = (dx− dy)2 > 0,

• d2F

(
± 1√

2
,∓ 1√

2
,−1

2

)
= −(dx)2 − 2dxdy − (dy)2 = −(dx+ dy)2 < 0,

ñëåäîâàòåëíî â òî÷êèòå

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
ôóíêöèÿòà èìà óñëîâåí ìèíèìóì, à â òî÷êèòå(

± 1√
2
,∓ 1√

2

)
� óñëîâåí ìàêñèìóì.

Ñúîòâåòíî ïðåñìÿòàìå:

fmin

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
= 1− 1

2
=

1

2
; fmax

(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
= 1 +

1

2
=

3

2
.

1.9 Íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñò íà ôóíêöèè íà

äâå ïðîìåíëèâè (àáñîëþòåí åêñòðåìóì)

Çà ôóíêöèÿòà z = f(x, y), (x, y) ∈ D îáèêíîâåíî ìàêñèìóìúò (àêî ñúùåñòâóâà) íå å
íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà.

Òâúðäå ÷åñòî ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî òî÷êè îò äåôèíèöèííàòà îáëàñò D, â
êîèòî ôóíêöèÿòà ïðèåìà ñòîéíîñòè, ïî-ãîëåìè îò ñòîéíîñòòà íà ëîêàëíèÿ ìàêñèìóì.
Ñúùîòî ñå îòíàñÿ è çà ëîêàëíèÿ ìèíèìóì � ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè ñà åêñòðåìàëíè
ñòîéíîñòè, íî ñàìî â ëîêàëåí ñìèñúë, ò.å. ñðàâíåíè ñúñ ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà â
òî÷êè, íàìèðàùè ñå â îêîëíîñò íà åêñòðåìàëíèòå.

Òî÷êàòà, â êîÿòî ôóíêöèÿòà ïðèåìà íàé-ãîëÿìà (íàé-ìàëêà) ñòîéíîñò, ñå íàðè÷à
àáñîëþòåí ìàêñèìóì (ìèíèìóì).
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Çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà íàé-ãîëÿìà (zHΓC) è íàé-ìàëêà (zHMC) ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà

z = f(x, y) ñå ðàçãëåæäà â îãðàíè÷åíà è çàòâîðåíà (êîìïàêòíà) îáëàñò D̃, êîÿòî

èçöÿëî ëåæè â äåôèíèöèîííàòà îáëàñò D, ò.å. D̃ ⊆ D.
Íàé-âàæíèÿò òåîðåòè÷åí ðåçóëòàò, êîéòî êàñàå ðàçãëåæäàíèÿ âúïðîñ, å åäíà òåîðåìà

íà Âàéåðùðàñ (1815-1897):

Òåîðåìà 1.5 Âñÿêà ôóíêöèÿ, êîÿòî å íåïðåêúñíàòà â îãðàíè÷åíà è çàòâîðåíà îáëàñò,
äîñòèãà â òàçè îáëàñò ñâîÿòà íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñò.

Çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ â îãðàíè÷åíà
è çàòâîðåíà îáëàñò D̃ ⊆ D èìà äâà åòàïà:

I. òúðñèì ñòàöèîíàðíè òî÷êè, âúòðåøíè çà îáëàñòòà D̃ ⊆ D;

II. òúðñèì åêñòðåìóìè ïî ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà D̃.

Âòîðèÿò åòàï âñúùíîñò èëè ñå ñâåæäà äî åäíîìåðíà çàäà÷à â êðàåí è çàòâîðåí
èíòåðâàë, èëè ñå ñúñòîè â íàìèðàíå íà óñëîâíè åêñòðåìóìè (óñëîâèåòî å òî÷êèòå äà

ëåæàò âúðõó ãðàíèöàòà íà D̃).

Çàáåëåæêà 1.3 Òúé êàòî â êðàéíà ñìåòêà ùå ñðàâíÿâàìå ïîëó÷åíè ñòîéíîñòè â
êîíêðåòíè (êðàåí áðîé) òî÷êè, íå å íåîáõîäèìî äà ñå îïðåäåëÿ âèäà íà åêñòðåìóìèòå,
êàêòî ùå âèäèì â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè.

Ïðèìåð 1.25:Ùå íàìåðèì íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà

f(x, y) = xy(1− x− y)

â åäèíè÷íèÿ çàòâîðåí êâàäðàò 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 (Ôèã. 1.12).

Ïúðâî òúðñèì ñòàöèîíàðíè òî÷êè íà ôóíêöèÿòà, êàòî ñå èíòåðåñóâàìå ñàìî îò
òåçè îò òÿõ, êîèòî ïîïàäàò âúòðå â îáëàñòòà.

Òúé êàòî f(x, y) = xy − x2y − xy2, òî

∂f

∂x
= y − 2xy − y2;

∂f

∂y
= x− x2 − 2xy.

Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà∣∣∣∣ y − 2xy − y2 = 0
x− x2 − 2xy = 0

⇒
∣∣∣∣ y(1− 2x− y) = 0
x(1− x− 2y) = 0

.

Ðåøåíèÿòà ñà òî÷êèòå (0, 0), (0, 1), (1, 0) è

(
1

3
,
1

3

)
, îò êîèòî ïúðâèòå òðè òî÷êè

ñà ïî ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà, à ñàìî ïîñëåäíàòà å âúòðåøíà. Çà íåÿ ïðåñìÿòàìå

z

(
1

3
,
1

3

)
=

1

27
.

Ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà ñå ñúñòîè îò 4 îòñå÷êè:
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Ôèãóðà 1.12: Åäèíè÷íèÿò êâàäðàò

• y = 0, x ∈ [0, 1]; òîãàâà f(x, 0) = 0;

• x = 1, y ∈ [0, 1]; òîãàâà f(1, y) = −y2, êîÿòî å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà çà y ∈
[0, 1], ñëåäîâàòåëíî íàé-ìàëêàòà �è ñòîéíîñò å ïðè y = 1 : z(1, 1, ) = −1, à
íàé-ãîëÿìàòà å ïðè y = 0 : z(1, 0) = 0;

• y = 1, x ∈ [0, 1]; òîãàâà f(x, 1) = −x2, êîÿòî å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà çà x ∈
[0, 1], ñëåäîâàòåëíî íàé-ìàëêàòà �è ñòîéíîñò å ïðè x = 1 : z(1, 1, ) = −1, à
íàé-ãîëÿìàòà å ïðè x = 0 : z(0, 1) = 0;

• x = 0, y ∈ [0, 1]; òîãàâà f(0, y) = 0.

Èçìåæäó âñè÷êè åêñòðåìàëíè ñòîéíîñòè, ïîëó÷åíè ïî ãðàíèöàòà è ñòîéíîñòòà âúâ
âúòðåøíàòà çà îáëàñòòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà èçáèðàìå íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà,
ïîêàçàíè íà Ôèã. 1.12 :

fHΓC

(
1

3
,
1

3

)
=

1

27
, fHMC(1, 1) = −1.

Ïðèìåð 1.26:Ùå íàìåðèì íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà
z = xy â îáëàñòòà x2 + y2 ≤ 8.

Çàäàäåíàòà îáëàñò å çàòâîðåí êðúã ñ öåíòúð � êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî O(0, 0) è
ðàäèóñ

√
8 = 2

√
2 (Ôèã. 1.13).

Ïúðâî òúðñèì ñòàöèîíàðíè òî÷êè íà ôóíêöèÿòà, âúòðåøíè çà îáëàñòòà.
Ïðåñìÿòàìå, ÷å

∂z

∂x
= y;

∂f

∂y
= x,

ñëåäîâàòåëíî åäèíñòâåíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà å (0, 0) (öåíòúðúò íà îáëàñòòà). Â íåÿ
f(0, 0) = 0.
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Ôèãóðà 1.13: Îêðúæíîñòòà x2 + y2 = 8

Çà äà íàìåðèì åêñòðåìàëíèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà ïî ãðàíèöàòà (ãðàíèöàòà å
îêðúæíîñòòà x2 + y2 = 8!), òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà çà óñëîâåí åêñòðåìóì íà
ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy ïðè óñëîâèå x2 + y2 − 8 = 0.

Ñúñòàâÿìå ñïîìàãàòåëíàòà ôóíêöèÿ

F (x, y, λ) = xy + λ(x2 + y2 − 8).

Íàìèðàìå ñòàöèîíàðíèòå �è òî÷êè êàòî ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F

∂x
(x, y, λ) = y + 2λx = 0

∂F

∂y
(x, y, λ) = x+ 2λy = 0

x2 + y2 = 8

.

Àêî èçâàäèì ïî÷ëåííî ïúðâèòå äâå óðàâíåíèÿ îò ñèñòåìàòà, ïîëó÷àâàìå

y − x+ 2λ(x− y) = 0, ò.å. (y − x)(1− 2λ) = 0.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å èëè y − x = 0, èëè 1− 2λ = 0.
Â ïúðâèÿ ñëó÷àé, êàòî çàìåñòèì y = x â ñèñòåìàòà, ïîëó÷àâàìå 1+2λ = 0, 2x2 = 8,

îòêúäåòî x = y = ±2 è λ = −1

2
.

Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, çàìåñòâàìå λ =
1

2
â ñèñòåìàòà è ïîëó÷àâàìå y+x = 0, 2x2 = 8,

îòêúäåòî x = ±2 è y = −x = ∓2.
È òàêà, ïîëó÷èõìå ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè (±2,±2)è (±2,∓2) (îòáåëÿçàíè íà Ôèã.

1.13). Áåç äà ñå èíòåðåñóâàìå êàêúâ ïî âèä óñëîâåí åêñòðåìóì â êîÿ îò òî÷êèòå ñå
äîñòèãà, ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà â òÿõ:

f(±2,±2) = 4, f(±2,∓2) = −4.
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Ôèãóðà 1.14: Õèïåðáîëè÷íèÿò ïàðàáîëîèä z = x2 − y2

Íàêðàÿ, ñðàâíÿâàìå ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè âúâ âñè÷êè ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè,
ò.å. (0, 0), (±2,±2)è (±2,∓2) è ïðàâèì èçâîäà, ÷å

fHΓC(±2,±2) = 4, fHMC(±2,∓2) = −4.

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

1.1. Îïðåäåëåòå äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà z =
√
x+ y +

√
x− y.

Óïúòâàíå: èçïîëçâàéòå Ïðèìåð 1.3 è Ïðèìåð 1.4

1.2 .Íàìåðåòå ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè è ïúëíèòå äèôåðåíöèàëè îò I è II ðåä íà ôóíêöèÿòà
f(x, y) = x2y − xy2.

1.3. Äà ñå èçñëåäâà çà ëîêàëíè åêñòðåìóìè ôóíêöèÿòà f(x, y) = x3 + y3 − 27xy + 27.
Îòã. fmin(9, 9) = −702

1.4. Äà ñå èçñëåäâà çà ëîêàëíè åêñòðåìóìè ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 − y2.
Îòã. íÿìà ëîêàëíè åêñòðåìóìè, ò. (0, 0) å ñåäëîâà (Ôèã. 1.14)

1.5. Äà ñå èçñëåäâà çà ëîêàëíè åêñòðåìóìè ôóíêöèÿòà f(x, y) = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2.

Îòã. fmin(0, 0) = 0; fmax

(
−5

3
, 0

)
=

125

27
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Ôèãóðà 1.15: îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò ïðàâèòå y = 1−x; y = 1+x; y = −1−x; y = −1+x

1.6. Äà ñå èçñëåäâà çà ëîêàëíè åêñòðåìóìè ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy(1− x− y).

Îòã. fmax

(
1

3
,
1

3

)
=

1

27

1.7.Äà ñå èçñëåäâà çà åêñòðåìóìè ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2−y2 ñ óñëîâèå 2x−4y+1 = 0.

Îòã. fmin

(
1

6
,
1

3

)
= − 1

12

1.8. Äà ñå íàìåðÿò íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy

â îáëàñòòà D̃ : x ≥ 0; y ≥ 0; y ≤ 2 − 2x (âúòðåøíîñòòà íà òðèúãúëíèê ñ âúðõîâå

O(0, 0), A(1, 0), B(0, 2)). Îòã. fHΓC

(
1

2
, 1

)
=

1

2
, fHMC(0, 0) = 0

1.9. Äà ñå íàìåðÿò íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y) =

xy2(2− x− y) â îáëàñòòà D̃ : x ≥ 0; y ≥ 0; y ≤ 6− x (âúòðåøíîñòòà íà òðèúãúëíèê
ñ âúðõîâå O(0, 0), A(6, 0), B(0, 6)).

Îòã. fHΓC

(
1

2
, 1

)
=

1

4
; fHMC (2, 4) = −128

1.10. Äà ñå íàìåðÿò íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y) =
2x2 + 2y2 − 1 â êâàäðàòíàòà îáëàñò, çàãðàäåíà îò ïðàâèòå ñ óðàâíåíèÿ: y = 1 − x;
y = 1 + x; y = −1− x è y = −1 + x (Ôèã 1.15).

Óïúòâàíå: èçïîëçâàéòå ñèìåòðè÷íîñòòà íà ôóíêöèÿòà è îáëàñòòà
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Ãëàâà 2

Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë

2.1 Îïðåäåëåíèå çà íåîïðåäåëåí èíòåãðàë

Îñíîâíàòà çàäà÷à íà äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå å: ïðè ïîëîæåíèå, ÷å å çàäàäåíà
ôóíêöèÿ f(x), äà íàìåðèì íåéíàòà ïðîèçâîäíà f ′(x). Èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå ðåøàâà
îáðàòíàòà çàäà÷à, à èìåííî: àêî çíàåì ïðîèçâîäíàòà íà íÿêîÿ ôóíêöèÿ, äà âúçñòàíî-
âèì ñàìàòà ôóíêöèÿ. Îò òàçè âñúùíîñò ôóíêöèÿ å ïðîèçëÿçëà íåéíàòà ïðîèçâîäíà
è íèå èìàìå èíôîðìàöèÿ ñàìî çà íåÿ, à íå çà ñàìàòà ôóíêöèÿ.

È òàêà, àêî íè å èçâåñòíà ôóíêöèÿ f(x) íèå çàäàâàìå âúïðîñà: êîÿ å òàçè ôóíêöèÿ
F (x) òàêàâà, ÷å F ′(x) = f(x)?

Îïðåäåëåíèå 2.1 Äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ F (x), çà êîÿòî F ′(x) = f(x), ñå
íàðè÷à ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà f(x).

Òàêà íàïðèìåð:
x å ïðèìèòèâíà íà 1, çàùîòî (x)′ = 1;

x2 å ïðèìèòèâíà íà 2x, çàùîòî (x2)
′
= 2x;

sin x å ïðèìèòèâíà íà cos x, çàùîòî (sin x)′ = cos x;

sin x+ 3 å ïðèìèòèâíà íà cos x, çàùîòî (sin x+ 3)′ = cos x.

Î÷åâèäíî, àêî â ïîñëåäíèÿ ïðèìåð çàìåíèì ÷èñëîòî 3 ñ êîå äà å äðóãî ÷èñëî, ùå
ñå ïîëó÷è ñúùèÿò ðåçóëòàò. Òîâà íè ïðîâîêèðà äà òâúðäèì, ÷å àêî F (x) å ïðèìèòèâíà
íà f(x), à C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà (÷èñëî!), òî F (x) + C ñúùî å ïðèìèòèâíà íà
f(x).

Òîâà äåéñòâèòåëíî å òàêà, òúé êàòî

(F (x) + C)′ = F ′(x) + (C)′ = f(x) + 0 = f(x).

Ñëåäîâàòåëíî, àêî ôóíêöèÿ f(x) ïðèòåæàâà ïðèìèòèâíà F (x), òî ïðèòåæàâà áåç-
áðîé ìíîãî ïðèìèòèâíè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò, êàòî êúì F (x) ïðèáàâÿìå âñåâúçìîæíè
÷èñëà.

Çàáåëåæêà 2.1 Èçëèçà, ÷å àêî òðÿáâà äà âúçñòàíîâèì íÿêîÿ ôóíêöèÿ, èìàéêè
èíôîðìàöèÿ ñàìî çà íåéíàòà ïðîèçâîäíà, íå ìîæåì äà ãî èçâúðøèì íàïúëíî �
âúçñòàíîâÿâàìå ôóíêöèÿòà, íî ñ òî÷íîñò äî ñúáèðàåìî, êîåòî å êîíñòàíòà.
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Íåùî ïîâå÷å, àêî ôóíêöèÿ f(x) ïðèòåæàâà ïðèìèòèâíà F (x), òî, ìàêàð è áåçáðîé
ìíîãî, âñè÷êè ïðèìèòèâíè ôóíêöèè ñà îò âèäà F (x) + C.

Äåéñòâèòåëíî, äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà äðóãà ôóíêöèÿ Φ(x), êîÿòî å ïðèìèòèâíà
íà f(x), ò. å. Φ′(x) = f(x).

Òîãàâà:
(Φ(x)− F (x))′ = Φ′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0,

ñëåäîâàòåëíî Φ(x)− F (x) = C = const, ò.å. Φ(x) = F (x) + C.
È òàêà, àêî F (x) å ïðèìèòèâíà íà f(x), òî çàïèñúò F (x) + C îáõâàùà âñè÷êè

ïðèìèòèâíè íà f(x), êàòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè ôóíêöèè íà äàäåíà ôóíêöèÿ

f(x) ñå íàðè÷à íåèí íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Îçíà÷àâàìå

∫
f(x) dx, êúäåòî:∫

− çíàê íà èíòåãðàëà;

f(x)− ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ;

x− èíòåãðàöèîííà ïðîìåíëèâà.

Çàïèñâàìå: ∫
f(x) dx = F (x) + C,

F ′(x) = f(x).
(2.1)

2.2 Ñâîéñòâà íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

Ñâîéñòâàòà íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë ñå îñíîâàâàò íà çàâèñèìîñòòà (2.1). Òÿ ïîçâîëÿâà
äà çàêëþ÷èì, ÷å äèôåðåíöèðàíåòî è èíòåãðèðàíåòî ñà âçàèìíî îáðàòíè äåéñòâèÿ
(ïðèïîìíÿìå ñè òîâà, êîåòî çíàåì çà äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ, à èìåííî dF (x) =
F ′(x) dx):

F (x) + C =

∫
f(x) dx =

∫
F ′(x) dx =

∫
dF (x),

ò.å. çíàöèòå çà èíòåãðàë è äèôåðåíöèàë ñå óíèùîæàâàò âçàèìíî, àêî ñå íàìèðàò åäèí
ñëåä äðóã.

Ñúùî òàêà, (∫
f(x) dx

)′
= (F (x) + C)′ = F ′(x) + (C)′ = f(x).

Ïîñëåäíîòî íè ïîçâîëÿâà äà èçâåäåì èíòåãðàëèòå íà íÿêîè îñíîâíè åëåìåíòàðíè
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ôóíêöèè:∫
xa dx =

xa+1

a+ 1
+ C, a 6= −1

∫
cos x dx = sin x+ C

∫
1√

1− x2
dx = arcsin x+ C

∫
1

x
dx = ln |x|+ C

∫
sin x dx = − cos x+ C

∫
1

1 + x2
dx = arctan x+ C

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C

∫
1

cos2 x
dx = tan x+ C

∫
ex dx = ex + C

∫
1

sin2 x
dx = − cot x+ C

Ïîëåçíî å äà äîáàâèì è äâå ÷åñòî ñðåùàíè ôîðìóëè, à èìåííî:∫
dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C;

∫
dx√
x2 ± a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 ± a2

∣∣∣+ C.

Âñè÷êè òåçè ôîðìóëè îáèêíîâåíî íàðè÷àìå òàáëè÷íè èíòåãðàëè.
Ïúðâàòà ôîðìóëà, íàïðèìåð, ñå ïðèëàãà ïðè âñåâúçìîæíè ñòîéíîñòè íà ñòåïåííèÿ

ïîêàçàòåë a. Êîíêðåòíî,∫
x dx =

x2

2
+C (a = 1);

∫
x2 dx =

x3

3
+C (a = 2);

∫
x3 dx =

x4

4
+C (a = 3) è ò.í.,

íî ñúùî òàêà∫
1

x2
dx = −1

x
+C (a = −2);

∫
1

x3
dx = − 1

2x2
+C (a = −3);

∫
1

x4
dx = − 1

3x3
+C (a = −4),

à îñâåí òîâà (ïðèìåðíî!)∫
dx√
x

= 2
√
x+ C (a = −1

2
);

∫
3
√
x dx =

3

4

3
√
x4 + C (a =

1

3
) è äð.

Êàòî ÷å ëè òàçè ôîðìóëà, êîÿòî êàñàå èíòåãðèðàíå íà ñòåïåííà ôóíêöèÿ xa, íàé-
òî÷íî èëþñòðèðà ôèëîñîôèÿòà íà (ìîæå áè) íàé-âàæíèòå äåéñòâèÿ â ìàòåìàòèêàòà
� äèôåðåíöèðàíå è èíòåãðèðàíå íà ôóíêöèè.

Êàòî ñúïîñòàâèì ôîðìóëèòå (xa)′ = axa−1 è

∫
xa dx =

xa+1

a+ 1
+ C, ïðàâèì ñëåäíèòå

èçâîäè:

• ïðè äèôåðåíöèðàíå ñòåïåííèÿò ïîêàçàòåë íàìàëÿâà ñ åäíà åäèíèöà, à ïðè èíòåã-
ðèðàíå å îáðàòíî � óâåëè÷àâà ñå ñ åäíà åäèíèöà;

• ïðè äèôåðåíöèðàíå èìàìå óìíîæåíèå ñ ÷èñëî (ñòåïåííèÿ ïîêàçàòåë a), à ïðè
èíòåãðèðàíå èìàìå îáðàòíîòî äåéñòâèå � äåëèì íà a+ 1.

Ëåñíî ñå âèæäàò è îùå äâå, âàæíè ñâîéñòâà íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë, êîèòî
ñëåäâàò îò Îïðåäåëåíèå 2.2.
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I. Àêî ôóíêöèèòå f1(x) è f2(x) ñà èíòåãðèðóåìè (ìîãàò äà ñå èíòåãðèðàò, ò.å.
ïðèòåæàâàò ñâîèòå ïðèìèòèâíè ôóíêöèè), òî∫

(f1(x) + f2(x)) dx =

∫
f1(x) dx+

∫
f2(x) dx,

çàùîòî ïðîèçâîäíèòå íà äâåòå ñòðàíè íà òîâà ðàâåíñòâî ñúâïàäàò. Òîâà ñâîéñòâî ñå
íàðè÷à àäèòèâíîñò.

II. Àêî k å äàäåíî ÷èñëî, òî èìàìå õîìîãåííîñò íà èíòåãðàëà ïðè óìíîæåíèå ñ
÷èñëî íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ:∫

kf(x) dx = k

∫
f(x) dx.

Ñú÷åòàâàéêè òåçè äâå ñâîéñòâà, ïîëó÷àâàìå ò. íàð. ëèíåéíîñò íà íåîïðåäåëåíèÿ
èíòåãðàë: àêî f1(x) è f2(x) ñà èíòåãðèðóåìè ôóíêöèè, à k1 è k2 ñà ÷èñëà, òî∫

(k1f1(x) + k2f2(x)) dx = k1

∫
f1(x) dx+ k2

∫
f2(x) dx.

Ïðèìåð 2.1:∫ (
2 sin x− 3x3 +

2

x2

)
dx = 2

∫
sin x dx− 3

∫
x3 dx+ 2

∫
x−2 dx

= −2 cos x− 3
x4

4
+ 2

x−2+1

−2 + 1
+ C = −

(
2 cos x+

3

4
x4 +

2

x

)
+ C.

Ïðèìåð 2.2: ∫
x2 − 2x− 2

x2
dx =

∫ (
x2

x2
− 2x

x2
− 2

x2

)
dx

=

∫
1 dx− 2

∫
1

x
dx− 2

∫
1

x2
dx = x− 2 ln |x|+ 2

x
+ C.

Ïðèìåð 2.3:∫
x2 + 7

x2 + 1
dx =

∫
(x2 + 1) + 6

x2 + 1
dx =

∫ (
x2 + 1

x2 + 1
+

6

x2 + 1

)
dx

=

∫
1 dx+ 6

∫
1

x2 + 1
dx = x+ 6 arctan x+ C.
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2.3 Íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå

Íåïîñðåäñòâåíîòî èíòåãðèðàíå å íàé-âàæíèÿò îò ïðàêòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà àñïåêò ïî
îòíîøåíèå íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë. Íî îñâåí òîâà òóê å ìÿñòîòî äà äàäåì îòãîâîð
íà ðåçîííèÿ âúïðîñ, êîéòî âñåêè ïðè ñâîèòå ïúðâè ñòúïêè â èíòåãðèðàíåòî ñè çàäàâà:
"Çàùî ôèãóðèðà çíàêúò çà äèôåðåíöèðàíå d â èíòåãðàëà? Êàêâà å ðîëÿòà ìó è ìîæå
ëè òîé äà ëèïñâà?"Îòãîâîðúò ñå áàçèðà íà äâå îñíîâíè ïðàêòè÷åñêè ïðàâèëà îòíîñíî
äèôåðåíöèàëà d.

Ïúðâîòî îñíîâíî ïðàâèëî å, ÷å ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ìîæåì äà ïðèáàâÿìå
ïðîèçâîëíî ÷èñëî:

dx = d(x+ C).

Òîâà ïðàâèëî ñå îñíîâàâà íà ôàêòà, ÷å dC = 0 êúäåòî C = const, ñëåäîâàòåëíî
d(x+ C) = dx+ dC = dx.

Ïðèìåð 2.4:∫
(x+ 2)25 dx =

∫
(x+ 2)25 d(x+ 2) =

(x+ 2)26

26
+ C.

Ïðèìåð 2.5:∫
dx

3x− 1
=

1

3

∫
d(3x)

3x− 1
=

1

3

∫
d(3x− 1)

3x− 1
=

1

3
ln |3x− 1|+ C.

Ïðèìåð 2.6: ∫
sin 3x dx =

1

3

∫
sin 3x d(3x) = − cos 3x+ C.

Ïðèìåð 2.7: ∫
e2x dx =

1

2

∫
e2x d(2x) =

1

2
e2x + C.

Ïðèìåð 2.8: ∫
dx

ex
=

∫
e−x d(x) = −

∫
e−x d(−x) = −e−x + C.

Ïðèìåð 2.9:∫
1

x2 + 2x+ 2
dx =

∫
1

(x2 + 2x+ 1) + 1
dx =

∫
1

(x+ 1)2 + 1
dx

=

∫
1

(x+ 1)2 + 1
d(x+ 1) = arctan (x+ 1) + C.

Ïðèìåð 2.10:∫
1√

−x2 + 2x
dx =

∫
1√

(−x2 + 2x− 1) + 1
dx =

∫
1√

−(x− 1)2 + 1
dx
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=

∫
1√

1− (x− 1)2
d(x− 1) = arcsin(x− 1) + C.

Ñúãëàñíî âòîðîòî îñíîâíî ïðàâèëî, ïðåìèíàâàíåòî íà ôóíêöèÿ çàä çíàêà íà
äèôåðåíöèàëà d å ðàâíîñèëíî íà èíòåãðèðàíå, à èìåííî:

ϕ′(x) dx = dϕ(x).

Ïðèìåð 2.11:∫
2x

x2 + 3
dx =

∫
(x2)′

x2 + 3
dx =

∫
d(x2)

x2 + 3
=

∫
d(x2 + 3)

x2 + 3
= ln(x2 + 3) + C.

Ïðèìåð 2.12:∫
xex

2

dx =

∫
ex

2 (x2)′

2
dx =

1

2

∫
ex

2

dx2 =
1

2
ex

2

+ C.

Ïðèìåð 2.13:∫
sin x cos x dx =

∫
sin x (sin x)′ dx =

∫
sin x d sin x =

sin2 x

2
+ C.

Ïðèìåð 2.14:∫
sin x

1 + cos2 x
dx =

∫
−(cos x)′

1 + cos2 x
dx = −

∫
d cos x

1 + cos2 x
= − arctan(cos x) + C.

Îñâåí èçëîæåíîòî äîñåãà äà ñïîìåíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò îùå ñàìî äâà ìåòîäà
(ïîäõîäà) çà èíòåãðèðàíå. Òå âñúùíîñò ñà ìåòîäè çà òðàíñôîðìèðàíå íà ïîäèíòåãðàë-
íèÿ èçðàç (ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ è äèôåðåíöèàë) òàêà, ÷å â êðàéíà ñìåòêà äà
ìîæåì äà ïðèëîæèì íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå. Òîâà ñà èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà
íà èíòåãðàöèîííàòà ïðîìåíëèâà (ïîëàãàíå, ñóáñòèòóöèÿ) è èíòåãðèðàíå ïî
÷àñòè, êîèòî ùå áúäàò ðàçãëåäàíè â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè.

2.4 Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà

ïðîìåíëèâà � ñúùíîñò è ïðèëàãàíå

Ðàçãëåæäàìå èíòåãðàëà

∫
f(x) dx. Àêî âèäúò íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ f(x) å

òàêúâ, ÷å íå ïîçâîëÿâà íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå, å îïðàâäàíî äà ñå îïèòàìå äà
òðàíñôîðìèðàìå ïîäèíòåãðàëíèÿ èçðàç f(x) dx òàêà, ÷å òîâà äà ñòàíå âúçìîæíî.
Åäèí îò íà÷èíèòå äà ïîñòèãíåì òîâà å äà ïðåäïðèåìåì ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà
ïðîìåíëèâà x.

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å çà àðãóìåíòà x ñúùåñòâóâà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ ϕ(t),
êîÿòî å îáðàòèìà, ò.å. àêî

x = ϕ(t), (2.2)
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òî
t = ψ(x). (2.3)

È òàêà, â íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë ùå èçâúðøèì ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà
ïðîìåíëèâà (2.2).

Èçïîëçâàìå âðúçêàòà (2.2) ìåæäó äîñåãàøíàòà ïðîìåíëèâà x è íîâàòà ïðîìåíëèâà

t, çà äà òðàíñôîðìèðàìå èíòåãðàëà

∫
f(x) dx òàêà, ÷å òîé âå÷å äà çàâèñè ñàìî è

åäèíñòâåíî îò t.

Çà äèôåðåíöèàëà dx ïîëó÷àâàìå: dx = dϕ(t) = ϕ′(t) dt.
Çàìåñòâàìå x ñ ϕ(t) è â ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ: f(x) = f(ϕ(t)).

Òîãàâà çà èíòåãðàëà ïîëó÷àâàìå ôîðìóëà çà ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà
ïðîìåíëèâà: ∫

f(x) dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt. (2.4)

Çà èëþñòðàöèÿ íà ìåòîäà êàòî íà÷àëî ùå îáîáùèì äâà îò òàáëè÷íèòå èíòåãðàëè.

Ïðèìåð 2.15: Ùå èçâåäåì ôîðìóëàòà çà ïðåñìÿòàíå íà

∫
1

a2 + x2
dx, a 6= 0 âúç

îñíîâà íà òàáëè÷íèÿ èíòåãðàë

∫
1

1 + x2
dx = arctan x+ C.

È òàêà, íåêà çà

∫
1

a2 + x2
dx ïîëîæèì x = at, (òîãàâà t =

x

a
), îòêúäåòî èçðàçÿâàìå

dx = dat = adt, à ñúùî òàêà a2 + x2 = a2 + a2t2 = a2(1 + t2).
Òîãàâà:∫

1

a2 + x2
dx =

∫
a

a2(1 + t2)
dt =

1

a

∫
1

1 + t2
dt =

1

a
arctan t+ C =

1

a
arctan

x

a
+ C.

Çà ïîÿñíåíèå, îáðúùàìå âíèìàíèå íà ôàêòà, ÷å ïðè íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë íÿìà
çíà÷åíèå êàêâà ïðîìåíëèâà èçïîëçâàìå (ò.å. ñ êàêâà áóêâà å îçíà÷åíà ïðîìåíëèâàòà):

ùîì

∫
f(x) dx = F (x) + C, òî

∫
f(t) dt = F (t) + C!

Êîíêðåòíî â ñëó÷àÿ òàáëè÷íèÿò èíòåãðàë, êîéòî èçïîëçâàõìå, å∫
1

1 + x2
dx = arctan x+ C,

à òîãàâà ñúîòâåòíî ∫
1

1 + t2
dt = arctan t+ C.

Ñëåä èíòåãðèðàíåòî ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò íå òðÿáâà äà îñòàâà êàòî ôóíêöèÿ îò
íîâîâúâåäåíàòà ïðîìåíëèâà ( â ñëó÷àÿ t), à ñå èçðàçÿâà ÷ðåç (âðúùàìå ñå êúì)
èçõîäíàòà ïðîìåíëèâà x! Äà îòáåëåæèì ñúùî, ÷å ïîíÿêîãà òîâà íå å íèêàê òðèâèàëíî.

Ïðèìåð 2.16: Ùå èçâåäåì ôîðìóëàòà çà ïðåñìÿòàíå íà

∫
1√

a2 − x2
dx, a > 0

êàòî ñâåäåì êúì òàáëè÷íèÿ èíòåãðàë

∫
1√

1− x2
dx = arcsin x+ C.
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Îòíîâî ïîëàãàìå x = at, (ò.å. òîãàâà t =
x

a
), îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå dx = dat = adt

è
√
a2 − x2 =

√
a2 − a2t2 =

√
a2(1− t2) = a

√
1− t2, a > 0.

Òîãàâà:∫
1√

a2 − x2
dx =

∫
a

a
√

1− t2
dt =

∫
dt√

1− t2
= arcsin t+ C = arcsin

x

a
+ C.

Çàáåëåæêà 2.2 Ïîíÿêîãà å ïî-óäîáíî äà òðúãíåì íå îò çàâèñèìîñòòà (2.2) (x
êàòî ôóíêöèÿ íà t), à îò (2.3) (t êàòî ôóíêöèÿ íà x).

Ïðèìåð 2.17:

∫
(2x3 + 3)8 x2 dx

Ïîëàãàìå t = 2x3 + 3 è òîãàâà èçðàçÿâàìå äèôåðåíöèàëà: dt = 6x2 dx, îòêúäåòî

x2 dx =
1

6
dt.

Ïðåäâèä òîâà,∫
(2x3 + 3)8 x2 dx =

1

6

∫
t8 dt =

1

6

(
t9

9

)
+ C =

1

54
(2x3 + 3)9 + C.

Çàáåëåæêà 2.3 Ïðè íÿêîè èíòåãðàëè å ïî-åñòåñòâåíî (à è ïî-èçãîäíî) ïúðâî äà
ïðåîáðàçóâàìå ïîäèíòåãðàëíèÿ èçðàç, à âïîñëåäñòâèå äà ñìåíèì ïðîìåíëèâàòà.

Ïðèìåð 2.18:

∫
dx

sin x
Ïîñëåäîâàòåëíî ïðåäïðèåìàìå ñëåäíèòå ñòúïêè ñ öåë ïðåîáðàçóâàíå íà èíòåãðàëà:∫

dx

sin x
=

∫
dx

2 sin x
2

cos x
2

=

∫
dx

2

sin x
2

cos x
2

(sin x = 2 sin
x

2
cos

x

2
)

=

∫ dx
2

cos2 x
2

sin x
2

cos x
2

cos2 x
2

=

∫
d tan x

2

tan x
2

.

(
dx

2

cos2 x
2

= d tan
x

2

)

Òîãàâà, àêî îçíà÷èì t = tan
x

2
, òî∫

dx

sin x
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln | tan

x

2
|+ C.

Îòòóê íàòàòúê ìîæåì äà èçïîëçâàìå ïîëó÷åíèòå â Ïðèìåð 2.15, Ïðèìåð 2.16 è
Ïðèìåð 2.18 ðåçóëòàòè, êàòî ãè ïðè÷èñëèì è äîáàâèì êúì òàáëè÷íèòå èíòåãðàëè:∫

1

a2 + x2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ C;∫

1√
a2 − x2

dx = arcsin
x

a
+ C;
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∫
dx

sin x
= ln

∣∣∣tan
x

2

∣∣∣+ C.

Íÿìà óíèâåðñàëíà ðåöåïòà è ãåíåðàëíè äèðåêòèâè êîãà è îò êàêúâ òî÷íî èçáðàí
âèä äà ñå èçâúðøâà ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà ïðîìåíëèâà. Èìà îáà÷å íÿêîè óñòàíîâå-
íè ïîëîæåíèÿ è ïðåïîðú÷âàíè ïîäõîäè, ðåçóëòàòíîñòòà íà êîèòî å ïðîâåðåíà îò
ìàòåìàòè÷åñêàòà ïðàêòèêà. Ñ íÿêîè îò òÿõ ùå ñå çàïîçíàåì è ùå ïðèëîæèì òóê
è ñåãà, â ñëåäâàùèòå äâà ïàðàãðàôà.

2.5 Èíòåãðèðàíå íà íÿêîè èðàöèîíàëíè ôóíêöèè

Åäíî îò íàé-ãîëåìèòå çàòðóäíåíèÿ ïðè èíòåãðèðàíå ñå äúëæè íà èðàöèîíàëíîñòòà,
ò.å. íàëè÷èå íà äðîáíà ñòåïåí â ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ. Ùå èçëîæèì íÿêîè ñòàí-
äàðòíè ïîäõîäè ïðè èíòåãðèðàíå íà èðàöèîíàëíè ôóíêöèè. Îñíîâåí ïðèíöèï å, ÷å
öåëòà íà ïîëàãàíåòî âèíàãè å ïðåîäîëÿâàíå íà èðàöèîíàëíîñòòà íà ôóíêöèÿòà.

Àêî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ñúäúðæà k
√
ax+ b ïðè íÿêîå k � åñòåñòâåíî ÷èñëî,

êúäåòî a è b ñà ðåàëíè ÷èñëà, òî ïîëàãàìå ax+ b = tk, ò.å. k
√
ax+ b = t.

Ïðèìåð 2.19:

∫
dx

1 +
√

1 + x

Ïîëàãàìå
√

1 + x = t, îòêúäåòî1 + x = t2, ñëåäîâàòåëíî x = t2 − 1.
Èçðàçÿâàìå ñúùî dx = d(t2 − 1) = (t2 − 1)′dt = 2tdt è çàìåñòâàìå â èçõîäíèÿ

èíòåãðàë:∫
dx

1 +
√

1 + x
=

∫
2tdt

t+ 1
= 2

∫
t+ 1− 1

t+ 1
dt = 2

∫
t+ 1

t+ 1
dt− 2

∫
1

t+ 1
dt

= 2

∫
1 dt− 2

∫
d(t+ 1)

t+ 1
= 2t− 2 ln |t+ 1|+ C = 2

√
1 + x− 2 ln

(√
1 + x+ 1

)
+ C.

Ïðèìåð 2.20:

∫
x
√

2x− 1 dx

Ïîëàãàìå
√

2x− 1 = t. Äà èçðàçèì x ïîñðåäñòâîì t. Ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

2x− 1 = t2 ⇒ 2x = t2 + 1 ⇒ x =
1

2
(t2 + 1).

Òîãàâà

dx = d
1

2
(t2 + 1) =

1

2
(t2 + 1)′dt =

1

2
2tdt; x

√
2x− 1 =

1

2
(t2 + 1)t =

1

2
(t3 + t).

Çàìåñòâàìå â èíòåãðàëà:∫
x
√

2x− 1 dx =
1

2

∫
(t3 + t)t dt =

1

2

∫
(t4 + t2) dt

=
1

2

(
t5

5
+
t3

3

)
+ C =

√
(2x− 1)5

10
+

√
(2x− 1)3

6
+ C.
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Ïðèìåð 2.21:

∫
dx

3
√
x+ 2− 1

Ùå ïîëîæèì 3
√
x+ 2 = t, îòêúäåòî x+2 = t3 ⇒ x = t3−2. Òîãàâà dx = d(t3−2) =

(t3 − 2)′dt = 3t2dt.

Çàìåñòâàìå â èíòåãðàëà:

∫
dx

3
√
x+ 2− 1

=

∫
3t2

t− 1
dt = 3

∫
t2 − 1 + 1

t− 1
dt = 3

∫
t2 − 1

t− 1
dt+ 3

∫
dt

t− 1

= 3

∫
(t− 1)(t+ 1)

t− 1
dt+ 3

∫
d(t− 1)

t− 1
= 3

∫
(t+ 1) dt+ 3 ln |t− 1|

= 3
t2

2
+ 3t+ 3 ln |t− 1|+ C =

3

2
3
√

(x+ 2)2 + 3 3
√
x+ 2 + 3 ln | 3

√
x+ 2− 1|+ C.

Çàáåëåæêà 2.4 Ìîæåõìå äà ïðåäïðèåìåì è ïîëàãàíåòî 3
√
x+ 2 − 1 = s (s � íîâà

ïðîìåíëèâà), êîåòî áè äîâåëî äî ìàëêî ïî-ëåñíî íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå ñëåä
òðàíñôîðìèðàíå íà èíòåãðàëà.

Êîãàòî â ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ôèãóðèðàò k1
√
ax+ b, k2

√
ax+ b, k3

√
ax+ b, . . .

ïðè k1, k2, k3, . . . � åñòåñòâåíè ÷èñëè, òî ïîëàãàìå ax+ b = tk, ò.å. k
√
ax+ b = t, êúäåòî

k å íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà ÷èñëàòà k1, k2, k3, . . ..

Ïðèìåð 2.22:

∫
dx

3
√
x+
√
x

Â ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ó÷àñòâà êàêòî 3
√
x, òàêà è

√
x. Òðÿáâà òàêà äà ïîäáåðåì

ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà, ÷å 3
√
x è
√
x äà ñå ïðåîáðàçóâàò â ðàöèîíàëíè ôóíêöèè. Çà

òàçè öåë èçáèðàìå x = t6 (t = 6
√
x).

Ñëåäîâàòåëíî 3
√
x =

3
√
t6 = t2 è

√
x =
√
t6 = t3.

Îò ñâîÿ ñòðàíà, dx = dt6 = 6t5dt è òîãàâà∫
dx

3
√
x+
√
x

=

∫
6t5dt

t2 + t3
= 6

∫
t5

t2(1 + t)
dt

= 6

∫
t3

t+ 1
dt = 6

∫
t3 + 1− 1

t+ 1
dt = 6

∫
t3 + 1

t+ 1
dt− 6

∫
dt

t+ 1

= 6

∫
(t+ 1)(t2 − t+ 1)

t+ 1
dt− 6

∫
d(t+ 1)

t+ 1
= 6

∫
(t2 − t+ 1) dt− 6 ln |t+ 1|

= 6
t3

3
− 6

t2

2
+ 6t− 6 ln |t+ 1|+ C = 2

√
x− 3 3

√
x+ 6 6

√
x− 6 ln

(
6
√
x+ 1

)
+ C.
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2.6 Ñòàíäàðòíè ñóáñòèòóöèè, ïðèëàãàíè êúì èðàöèî-

íàëíè ôóíêöèè

Â çàâèñèìîñò îò ó÷àñòâàùèÿ â ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ èðàöèîíàëåí èçðàç ïðèëàãàìå
ñëåäíèòå ñòàíäàðòíè ñóáñòèòóöèè:

• Àêî â ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ôèãóðèðà
√
a2 − x2, a > 0, òî ïîäõîäÿùî å äà

ïîëîæèì x = a sin t è òîãàâà

√
a2 − x2 =

√
a2 − a2 sin2 t =

√
a2 cos2 t = a cos t, (cos t > 0)

dx = d(a sin t) = a cos t dt,
(2.5)

à ìîæå âìåñòî òîâà äà èçáåðåì x = a cos t è â òàêúâ ñëó÷àé

√
a2 − x2 =

√
a2 − a2 cos2 t =

√
a2 sin2 t = a sin t, (sin t > 0)

dx = d(a cos t) = −a sin t dt.
(2.6)

• Àêî â ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ôèãóðèðà
√
a2 + x2, a > 0, òî ïîäõîäÿùî å äà

ïîëîæèì x = a tan t. Ïðè òàêîâà ïîëàãàíå ïîëó÷àâàìå

√
a2 + x2 =

√
a2 + a2 tan2 t =

√
a2

cos2 t
=

a

cos t
, (cos t > 0)

dx = d(a tan t) =
a dt

cos2 t
.

(2.7)

• Àêî â ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ôèãóðèðà
√
x2 − a2, a > 0, òî ïîäõîäÿùî å äà

ïîëîæèì x =
a

sin t
è òîãàâà

√
x2 − a2 =

√
a2

sin2 t
− a2 = a

cos t

sin t
,

(
cos t

sin t
> 0

)
dx = d

a

sin t
= −a cos t dt

sin2 t
.

(2.8)

Àëòåðíàòèâíî, ìîæåì äà ïîëîæèì x =
a

cos t
è â òàêúâ ñëó÷àé

√
x2 − a2 =

√
a2

cos2 t
− a2 = a

sin t

cos t
,

(
sin t

cos t
> 0

)
dx = d

a

cos t
=
a sin t dt

cos2 t
.

(2.9)

Ïðèìåð 2.23:

∫ √
4− x2 dx

Ïîëàãàìå x = 2 sin t. Òîãàâà, ñúãëàñíî (2.5),
√

4− x2 = 2 cos t è dx = 2 cos t dt.

Çàìåñòâàìå â èíòåãðàëà è ïîëó÷àâàìå∫ √
4− x2 dx =

∫
4 cos2 t dt = 4

∫
cos2 t dt.
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Ïðè èíòåãðèðàíå ÷åñòî íàìèðàò ïðèëîæåíèå òðèãîíîìåòðè÷íèòå ôîðìóëè çà
ïîíèæàâàíå íà ñòåïåíòà:

cos2 t =
1 + cos 2t

2
; sin2 t =

1− cos 2t

2
; sin t cos t =

sin 2t

2
. (2.10)

Êàòî èçïîëçâàìå ïúðâàòà îò òåçè ôîðìóëè, ïîëó÷àâàìå

∫ √
4− x2 dx =

∫
4 cos2 t dt = 2

∫
(1+cos 2t) dt = 2

∫
dt+

∫
cos 2t d(2t) = 2t+sin 2t+C,

ñëåä êîåòî òðÿáâà äà ñå âúðíåì êúì ïðîìåíëèâà x.

Ïðèìåð 2.24:

∫
dx√

(9− x2)3

Ïîëàãàìå x = 3 cos t. Îòòóê íåêà ïðåäâàðèòåëíî äà èçðàçèì (ùå íè ïîòðÿáâà!)

cos t =
x

3
, ñëåäîâàòåëíî sin t =

√
sin2 t =

√
1− cos2 t =

√
1− x2

9
=

√
9− x2

3
.

Ïðåäâèä (2.6),
√

(9− x2)3 = 33 sin3 t è dx = −3 sin t dt.

Òîãàâà: ∫
dx√

(9− x2)3
=

∫
−3 sin t dt

33 sin3 t
= −1

9

∫
dt

sin2 t

(ñòèãíàõìå äî èíòåãðàë, êîéòî çà ùàñòèå å òàáëè÷åí!)

=
1

9
cot t+ C =

1

9

cos t

sin t
+ C =

1

9

x
3√

9−x2

3

+ C =
1

9

x√
9− x2

+ C.

Ïðèìåð 2.25:

∫
dx√

(4 + x2)3

Ïîëàãàìå x = 2 tan t.

Îò (2.7) èìàìå, ÷å
√

(4 + x2)3 =
23

cos3 t
è dx = 2

dt

cos2 t
. Çàìåñòâàìå â èçõîäíèÿ

èíòåãðàë è ïîëó÷àâàìå:∫
dx√

(4 + x2)3
=

∫
2 dt

cos2 t
23

cos3 t

=
1

4

∫
cos t dt =

1

4
sin t+ C.

Çà äà ñå âúðíåì êúì èçõîäíàòà ïðîìåíëèâà x, èçïîëçâàìå âðúçêàòà ìåæäó x è t:
x = 2 tan t, ñëåäîâàòåëíî

x

2
= tan t ⇒ x2

4
= tan2 x;

x2

4
+ 1 = tan2 x+ 1,

ò.å.
x2 + 4

4
=

1

cos2 t
, îòêúäåòî
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cos2 t =
4

x2 + 4
; sin2 t = 1− cos2 t = 1− 4

x2 + 4
=

x2

x2 + 4
,

òàêà ÷å sin t =
x√
x2 + 4

è∫
dx√

(4 + x2)3
=

1

4
sin t+ C =

1

4

x√
x2 + 4

+ C.

Ïðèìåð 2.26:

∫
dx√

(x2 − 1)3

Äà ïîëîæèì x =
1

sin t
. Ïðåäâèä (2.8) èìàìå, ÷å

√
(x2 − 1)3 =

cos3 t

sin3 t
è dx = − cos t

sin2 t
dt.

Òîãàâà:∫
dx√

(x2 − 1)3
=

∫ − cos t dt
sin2 t

cos3 t
sin3 t

= −
∫

sin t

cos2 t
dt =

∫
d(cos t)

cos2 t
= − 1

cos t
+ C.

Îò âðúçêàòà ìåæäó èçõîäíàòà ïðîìåíëèâà x è íîâàòà ïðîìåíëèâà t ïîëó÷àâàìå:

sin t =
1

x
⇒ cos t =

√
1− sin2 t =

√
1− 1

x2
=

√
x2 − 1

x2
=

√
x2 − 1

x
,

ñëåäîâàòåëíî ∫
dx√

(x2 − 1)3
= − x√

x2 − 1
+ C.

2.7 Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

Ìåòîäúò çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè, íàðåä ñúñ ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà ïðîìåí-
ëèâà, ñå ñúñòîè â ïðåîáðàçóâàíå íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ñ öåë ñâåæäàíå íà
ïðåñìÿòàíåòî íà çàäàäåíèÿ èíòåãðàë êúì äðóã, ïî-ïðîñò è ëåñåí ïî âèä, ïîäõîäÿù
çà íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå.

Íåêà u(x) è v(x) ñà äâå äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè.
Òîãàâà â ñèëà å ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè:∫

u(x) dv(x) = u(x)v(x)−
∫
v(x) du(x). (2.11)

Òàçè ôîðìóëà ëåñíî ñå ïîëó÷àâà, êàòî èçïîëçâàìå, ÷å

d (u(x)v(x)) = u(x)dv(x) + v(x)du(x)

è èíòåãðèðàìå òîâà ðàâåíñòâî:∫
d (u(x)v(x)) =

∫
u(x) dv(x) +

∫
v(x) du(x),
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ò.å.

u(x)v(x) =

∫
u(x) dv(x) +

∫
v(x) du(x),

îòêúäåòî âåäíàãà ñëåäâà (2.11).
Ìåòîäúò çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ñå ñúñòîè â ïðèëàãàíå (ïîíÿêîãà íååäíîêðàòíî)

íà ôîðìóëà (2.11) èëè, êîåòî å åêâèâàëåíòíî, íà∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x) dx.

Àêî íåïîñðåäñòâåíîòî ïðèëàãàíå íà òåçè ôîðìóëè íå å î÷åâèäíî, ñå íàëàãà ïðåä-
âàðèòåëíî äåéñòâèå, íàðè÷àíî âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà.

Íåêà íàïðèìåð ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëà F (x) =

∫
f(x) dx. Ìîæåì äà îïèòàìå äà

ïðåäñòàâèì ôóíêöèÿòà f(x) êàòî ïðîèçâåäåíèå: f(x) = u(x)w(x) òàêà, ÷å äà ñà
èçïúëíåíè óñëîâèÿòà:

• èíòåãðàëúò v(x) =

∫
w(x) dx ñå ïðåñìÿòà ëåñíî, ò.å. àêî w(x) å èçâåñòíà ôóíêöèÿ,

òî v(x) =? (v′(x) = w(x));

• èíòåãðàëúò

∫
v(x)u′(x) dx ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå, èëè

ïîíå å ïî-ïðîñò ïî âèä îò ïúðâîíà÷àëíèÿ èíòåãðàë.

Ïðèìåð 2.27: ∫
x︸︷︷︸
u(x)

ex︸︷︷︸
w(x)

dx =

∫
x (ex)′ dx =

∫
x︸︷︷︸
u(x)

d ex︸︷︷︸
v(x)

= x︸︷︷︸
u(x)

ex︸︷︷︸
v(x)

−
∫

ex︸︷︷︸
v(x)

d x︸︷︷︸
u(x)

= xex − ex + C = (x− 1)ex + C.

Íà÷àëíèÿò åòàï å âíàñÿíåòî íà w(x) = v′(x) ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà, ïðè
êîåòî ïîäèíòåãðàëíèÿò èçðàç ñå ïðåðàáîòâà ñúãëàñíî ðàâåíñòâîòî

f(x) dx = u(x)w(x) dx = u(x)v′(x) dx = u(x) dv(x).

Íÿìà âñåîáõâàòíè ïðèíöèïè çà òîâà êàêâî å íàé-äîáðå äà âíàñÿìå ïîä çíàêà íà
äèôåðåíöèàëà, íî âñå ïàê ïîëåçíî å äà ñå èìàò ïðåäâèä íÿêîè ïðàâèëà:

1. Ïðèîðèòåòíî âíàñÿìå åêñïîíåíöèàëíè è òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè. Òå ëåñíî ñå
âíàñÿò, çàïàçâàò âèäà ñè ñëåä èíòåãðèðàíå, êàòî ïðè òîâà íîâîïîëó÷åíèòå èíòåãðàëè
íå ñå óñëîæíÿâàò äîïúëíèòåëíî. Òîâà îçíà÷àâà âúâ w(x) äà ñúñðåäîòî÷àâàìå ïî
âúçìîæíîñò åêñïîíåíòè è òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè. Ñ äðóãè äóìè, àêî ïîäèí-
òåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å ïðîèçâåäåíèå, åäèíèÿò îò ìíîæèòåëèòå â êîåòî å åêñïîíåíòà
èëè òðèãîíîìåòðè÷åí ñèíóñ/êîñèíóñ, èìåííî íåãî âíàñÿìå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà.

2. Èçðàçèòå, ñúäúðæàùè ëîãàðèòìè è îáðàòíè òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè (àêî
ïðèñúñòâàò â èíòåãðàëà!) íå ñà íèêàê ïîäõîäÿùè çà âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåí-
öèàëà. Â ðåäèöà ñëó÷àè òîâà äîðè íå å âúçìîæíî. Òÿõ êîíöåíòðèðàìå â u(x) ïîðàäè
òîâà, ÷å ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà u(x) âñëåäñòâèå íà ïðèëàãàíå íà ôîðìóëàòà çà
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èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè òåçè èçðàçè (äèôåðåíöèðàíè!) ñå ïðåîáðàçóâàò â àëãåáðè÷íè (è

â ÷àñòíîñò ðàöèîíàëíè) èçðàçè, ïðè êîåòî íîâèÿò ïîëó÷åí èíòåãðàë

∫
v(x)u′(x) dx ce

îêàçâà (åâåíòóàëíî!) ïî-ïðîñò îò èçõîäíèÿ. Íàêðàòêî � àêî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ
ñúäúðæà ëîãàðèòìè÷íà èëè îáðàòíà òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöèÿ, ïîä äèôåðåíöèàëà
âíàñÿìå âñè÷êî äðóãî, ñàìî íå è òåçè ôóíêöèè!

È òàêà, íàé-ïîäõîäÿùà çà âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ôóíêöèÿ å åêñïî-
íåíöèàëíàòà:

eaxdx =
1

a
deax, (2.12)

êîåòî ùå èçïîëçâàìå â ñëåäâàùèòå äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 2.28:

∫
xe2x dx

Çà äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè (2.11), ïúðâî âíàñÿìå e2x

ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà � ïðèëàãàìå (2.12) çà a = 2:∫
xe2x dx =

1

2

∫
x de2x =

1

2

[
xe2x −

∫
e2x dx

]
=

1

2

[
xe2x − 1

2

∫
e2x d(2x)

]
=

1

2

[
xe2x − 1

2
e2x

]
+ C =

1

4
e2x(2x− 1) + C.

Ïðèìåð 2.29:

∫
(x2 + x)ex dx

Ïúðâî âíàñÿìå ex ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà:

∫
(x2+x)ex dx =

∫
(x2+x)dex = (x2+x)ex−

∫
exd(x2+x) = (x2+x)ex−

∫
ex(2x+1) dx

(èíòåãðèðàõìå ïî ÷àñòè, ñëåä êîåòî d(x2 + x) = (x2 + x)′dx = (2x+ 1)dx)

Â èíòåãðàëà

∫
ex(2x+ 1) dx, äî êîéòî äîñòèãíàõìå, îòíîâî ôèãóðèðà è ex, è

ïîëèíîì. Ïîëèíîìúò îáà÷å å îò ñòåïåí, ñ åäèíèöà ïî-ìàëêà îò ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà
â èçõîäíèÿ èíòåãðàë. Èìåííî òóê ñå ïðîÿâÿâà åôåêòúò îò èíòåãðèðàíåòî ïî ÷àñòè:
ïðè âñÿêî (ïðàâèëíî!) ïðèëàãàíå íà ôîðìóëà (2.11) ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà íàìàëÿâà
ñ 1. Ïðèëàãàìå ïîñëåäîâàòåëíî ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè òîëêîâà íà áðîé
ïúòè, êîëêîòî å ñòåïåíòà íà ó÷àñòâàùèÿ ïîëèíîì � â ñëó÷àÿ äâóêðàòíî.

È òàêà, ïðîäúëæàâàìå ïðåñìÿòàíåòî, êàòî

∫
ex(2x+ 1) dx èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè:∫

(x2 +x)ex dx = (x2 +x)ex−
∫

(2x+1) dex = (x2 +x)ex−
[
(2x+ 1)ex −

∫
exd(2x+ 1)

]
(âíåñîõìå ex ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è èíòåãðèðàõìå ïî ÷àñòè)

= (x2 − x− 1)ex + 2

∫
ex dx = (x2 − x− 1)ex + 2ex + C = (x2 − x+ 1)ex + C.
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(èçâúðøèõìå ïðèâåäåíèå è èçïîëçâàõìå, ÷å d(2x+ 1) = (2x+ 1)′dx = 2dx.)

Ñëåäâàùèòå ïî ïðèîðèòåò çà âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ôóíêöèè ñëåä
åêñïîíåíòèòå ñà òðèãîíîìåòðè÷íèòå ôóíêöèè sin ax è cos ax.

Çà òÿõ èçïîëçâàìå, ÷å

sin ax dx = −1

a
d cos ax, (2.13)

cos axdx =
1

a
d sin ax. (2.14)

Ïðèìåð 2.30:

∫
x sin 2x dx

Âíàñÿìå sin 2x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ñúãëàñíî (2.13) ïðè a = 2:∫
x sin 2x dx = −1

2

∫
xd cos 2x = −1

2

[
x cos 2x−

∫
cos 2x dx

]

= −1

2

[
x cos 2x− 1

2

∫
cos 2xd(2x)

]
= −x

2
cos 2x+

1

4
sin 2x+ C.

Ïðèìåð 2.31:

∫
(x2 − 1) cos x dx

Âíàñÿìå cos x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ñúãëàñíî (2.14) ïðè a = 1:

∫
(x2 − 1) cos x dx =

∫
(x2 − 1)d sin x = (x2 − 1) sin x−

∫
sin xd(x2 − 1)

= (x2 − 1) sin x− 2

∫
x sin x dx = (x2 − 1) sin x+ 2

∫
xd cos x

(d(x2 − 1) = (x2 − 1)′dx = 2xdx, âíàñÿìå sin x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà)

= (x2 − 1) sin x+ 2

[
x cos x−

∫
cos x dx

]
(ïîâòîðíî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè)

= (x2 − 1) sin x+ 2x cos x− 2 sin x+ C = (x2 − 3) sin x+ 2x cos x+ C.

Ïðèìåð 2.32:Ùå ïðåñìåòíåì èíòåãðàëèòå I1 =

∫
ex sin x dx è I2 =

∫
ex cos x dx.

Íåêà â I1 âíåñåì ex ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è äà èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè
(èçïîëçâàìå, ÷å d sin x = cos xdx)):

I1 =

∫
ex sin x dx =

∫
sin x dex = ex sin x−

∫
exd sin x = ex sin x−

∫
ex cos xdx.

Äà îòáåëåæèì ìåæäóâðåìåííî, ÷å òîêó-ùî äîñòèãíàõìå äî ðàâåíñòâîòî

I1 = ex sin x− I2.
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Ïðîäúëæàâàìå ñ ïðåñìÿòàíåòî íà I1. Âíàñÿìå îòíîâî e
x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà

è ïîâòîðíî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè:

I1 = ex sin x−
∫
ex cos xdx = ex sin x−

∫
cos xdex = ex sin x−

[
ex cos x−

∫
exd cos x

]

= ex sin x−
[
ex cos x+

∫
ex sin x dx

]
= ex(sin x−cos x)−

∫
ex sin x dx = ex(sin x−cos x)−I1.

È òàêà, ïîëó÷èõìå ñëåäíàòà çàâèñèìîñò: I1 = ex(sin x−cos x)−I1. Îòòóê íàìèðàìå

I1 =
ex

2
(sin x− cos x), à ïðåäâèä ïîëó÷åíàòà ïî-ãîðå çàâèñèìîñò I1 = ex sin x − I2

íàìèðàìå I2 =
ex

2
(sin x+ cos x).

Îêîí÷àòåëíî∫
ex sin x dx =

ex

2
(sin x− cos x) + C;

∫
ex cos x dx =

ex

2
(sin x+ cos x) + C,

êàòî êîíñòàíòàòà C ïðèáàâÿìå ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà çà ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ.

Ñåãà ùå ðåøèì íÿêîëêî èíòåãðàëà, â êîèòî ôèãóðèðàò ëîãàðèòìè÷íè è îáðàòíè
òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè. Â ðåäèöà ïîäîáíè ñëó÷àè ñå íàëàãà âíàñÿíåòî ïîä çíàêà
íà äèôåðåíöèàëà íà ñòåïåííà ôóíêöèÿ xk:

xkdx =
1

k + 1
dxk+1, k 6= −1. (2.15)

Ïðèìåð 2.33:

∫
x2 lnx dx

Èçïîëçâàìå (2.15) ïðè k = 2, çà äà âíåñåì x2 ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà, ñëåä
êîåòî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè:

∫
x2 lnx dx =

1

3

∫
lnxdx3 =

1

3

[
x3 lnx−

∫
x3d lnx

]
=

1

3

[
x3 lnx−

∫
x2 dx

]

(òóê èçïîëçâàõìå, ÷å d lnx = (lnx)′dx =
1

x
dx)

=
1

3

[
x3 lnx− x3

3

]
+ C =

x3

9
(3 lnx− 1) + C.

Ïðèìåð 2.34:

∫
lnx

x2
dx

Èíòåãðàëúò å àíàëîãè÷åí íà òîçè îò Ïðèìåð 2.33, ò.å. å îò òèïà

∫
xk lnx dx, êàòî

â ñëó÷àÿ k = −2.

Òîãàâà èçïîëçâàìå (2.15) ïðè k = −2, âíàñÿìå
1

x2
ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà(

dx

x2
= −d1

x

)
è èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè:
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∫
lnx

x2
dx = −

∫
lnxd

1

x
= −

[
1

x
lnx−

∫
1

x
d lnx

]
= −1

x
lnx+

∫
1

x2
dx = −1

x
lnx− 1

x
+ C = −1

x
(lnx+ 1) + C.

Ïðèìåð 2.35:

∫
x arctan x dx

Òóê, ðàçáèðà ñå, ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ùå âíåñåì x, à íå arctan x:

xdx =
1

2
dx2.

Òîãàâà ïîëó÷àâàìå:∫
x arctan x dx =

1

2

∫
arctan xdx2 =

1

2

[
x2 arctan x−

∫
x2d arctan x

]

=
1

2

[
x2 arctan x−

∫
x2

x2 + 1
dx

]
=

1

2

[
x2 arctan x−

∫
x2 + 1− 1

x2 + 1
dx

]
(çàùîòî d arctan x = (arctan x)′dx =

dx

x2 + 1
)

=
1

2

[
x2 arctan x−

∫
dx+

∫
dx

x2 + 1

]
=

1

2
(x2 arctan x− x+ arctan x) + C.

Ïðè íÿêîè èíòåãðàëè ñú÷åòàâàíåòî íà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà è èíòåãðèðàíå ïî
÷àñòè å óñïåøíà ñòðàòåãèÿ. Òàçè ïðàêòèêà íå ñàìî äàâà åëåãàíòíè, ÿñíè è ëåñíè çà
îñìèñëÿíå ðåøåíèÿ, íî è ïðåäïàçâà îò ðåäèöà òåõíè÷åñêè è êîíöåïòóàëíè òðóäíîñòè
è âñëåäñòâèå íà òÿõ ãðåøêè, êîèòî ìîãàò äà áúäàò äîïóñíàòè â õîäà íà ðåøàâàíåòî.

Ïðèìåð 2.36:

∫
x ln(x2 + 1) dx

Âíàñÿìå x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è ïðèáàâÿìå åäèíèöà:

xdx =
1

2
dx2 =

1

2
d(x2 + 1).

Òîãàâà: ∫
x ln(x2 + 1) dx =

1

2

∫
ln(x2 + 1)d(x2 + 1).

Ïðè òàêîâà ïðåäñòàâÿíå íà èíòåãðàëà èçãëåæäà ðàçóìíî äà ïîëîæèì x2 + 1 = t.
Ïîëó÷åíèÿò èíòåãðàë, áåç ïðåäïðèåìàíå íà íèêàêâè äîïúëíèòåëíè äåéñòâèÿ, äèðåêòíî
èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè:∫

x ln(x2 + 1) dx =
1

2

∫
ln t dt =

1

2

(
t ln t−

∫
t d ln t

)
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=
1

2

(
t ln t−

∫
t(ln t)′dt

)
=

1

2

(
t ln t−

∫
dt

)
=

1

2
(t ln t− t) + C

=
t

2
(ln t− 1) + C =

x2 + 1

2
(ln(x2 + 1)− 1) + C.

Ïðèìåð 2.37:

∫
arctan

√
x dx

Òóê èìà ñìèñúë äà ïîëîæèì
√
x = t, ò.å. x = t2:∫

arctan
√
x dx =

∫
arctan t dt2.

Èíòåãðàëà, äî êîéòî äîñòèãíàõìå ñëåä ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâàòà, áè òðÿáâàëî
ñåãà äèðåêòíî äà èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè, äà ïîëó÷èì ðåçóëòàòà è äà ñå âúðíåì êúì
ïðîìåíëèâà x. Ìîæåì îáà÷å äà çàáåëåæèì, ÷å òî÷íî òàêúâ èíòåãðàë âå÷å ñìå ðåøèëè
â Ïðèìåð 2.35 è äà ãî èçïîëçâàìå. Äåéñòâèòåëíî, òúé êàòî dt2 = 2tdt, òî∫

arctan
√
x dx = 2

∫
t arctan t dt,

à â Ïðèìåð 2.35 ïîëó÷èõìå, ÷å∫
x arctan x dx =

1

2
(x2 arctan x− x+ arctan x) + C.

Ñëåäîâàòåëíî∫
arctan

√
x dx = 2

1

2
(t2 arctan t− t+ arctan t) + C

= x arctan
√
x−
√
x+ arctan

√
x+ C = (x+ 1) arctan

√
x−
√
x+ C.

Ñúùåñòâóâàò íÿêîè ÷àñòíè ñëó÷àè, ïðè êîèòî ìåòîäúò çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè å
ïðèëîæèì è åôåêòèâåí. Òàêèâà ñà íàïðèìåð èíòåãðàëèòå îò âèäà∫

u(x) dx,

êúäåòî u(x) å ëîãàðèòìè÷íà èëè îáðàòíà òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöèÿ. Â òåçè ñëó÷àè
äèðåêòíî ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè (2.11), êàòî ïðèåìàìå v(x) ≡
1: ∫

u(x) dx = xu(x)−
∫
xdu(x) = xu(x)−

∫
xu′(x) dx.

Ùå èëþñòðèðàìå òîâà â ñëåäâàùèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.38:

∫
ln(x2 + 1) dx
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Äèðåêòíî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè:∫
ln(x2 + 1) dx = x ln(x2 + 1)−

∫
xd ln(x2 + 1).

Òúé êàòî

d ln(x2 + 1) =
(
ln(x2 + 1)

)′
dx =

2x

x2 + 1
dx,

òî ïîëó÷àâàìå: ∫
ln(x2 + 1) dx = x ln(x2 + 1)− 2

∫
x2

x2 + 1
dx

= x ln(x2 + 1)− 2

∫
x2 + 1− 1

x2 + 1
dx = x ln(x2 + 1)− 2

∫
x2 + 1

x2 + 1
dx+ 2

∫
1

x2 + 1
dx

= x ln(x2 + 1)− 2

∫
dx+ 2

∫
dx

x2 + 1
= x ln(x2 + 1)− 2x+ 2 arctan x+ C.

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

2.1. Ðåøåòå

∫
arcsin x dx ïî ïîäîáèå íà Ïðèìåð 2.38.

2.2. Ðåøåòå

∫
x

ex
dx, êàòî ïðèëîæèòå (2.12) çà a = −1.

2.3. Ðåøåòå

∫
ln
√

1− x dx, êàòî ïîëîæèòå
√

1− x = t, ò.å. x = 1−t2 è èíòåãðèðàòå
ïî ÷àñòè.
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Ãëàâà 3

Îïðåäåëåí èíòåãðàë

3.1 Îïðåäåëåí èíòåãðàë � âúâåæäàíå êàòî ïîíÿòèå

è îïðåäåëåíèå

Êúì ïîíÿòèåòî îïðåäåëåí èíòåãðàë ñå ñâåæäàò íàé-ðàçíîîáðàçíè çàäà÷è, êîèòî
âúçíèêâàò â ïðàêòèêàòà.

Íåêà íàïðèìåð ïúðâîíà÷àëíî äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à: äàäåíà å ôóíêöèÿ
y = f(x), êîÿòî å äåôèíèðàíà, íåïðåêúñíàòà è íåîòðèöàòåëíà ïîíå â êðàéíèÿ è
çàòâîðåí èíòåðâàë [a, b]; òúðñèì ëèöåòî S íà òàçè ôèãóðà (êðèâîëèíååí òðàïåö),
êîÿòî å îãðàíè÷åíà îò îñòà Ox, ãðàôèêàòà íà y = f(x) è âåðòèêàëíèòå ïðàâè x = a
è x = b.

Ðàçäåëÿìå èíòåðâàëà [a, b] íà n ïîäèíòåðâàëa [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n ïîñðåäñòâîì
òî÷êèòå

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b (Ôèã. 3.1).

Äà îçíà÷èì äúëæèíèòå íà [xi−1, xi] ñ ∆xi = xi − xi−1, i = 1, 2, . . . , n.
Ïðåç òî÷êèòå xi ïîñòðîÿâàìå ïðàâè, óñïîðåäíè íà îñòà Oy. Ïî òîçè íà÷èí ñìå

ðàçáèëè êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö íà n íà áðîé êðèâîëèíåéíè òðàïåöà (Ôèã. 3.1).

Íåêà âúâ âñåêè îò ïîäèíòåðâàëèòå èçáåðåì ïî åäíà ïðîèçâîëíà òî÷êà ξi ∈ [xi−1, xi],
i = 1, 2, . . . , n. Â òî÷êèòå ξi i = 1, 2, . . . , n ïîñòðîÿâàìå ïðàâè, óñïîðåäíè íà îñòà Oy
äî ïðåñè÷àíåòî èì ñ ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = f(x); îòðåçèòå íà òåçè ïðàâè
(îðäèíàòèòå íà òî÷êèòå íà ïðåñè÷àíå ñ ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà) ñà ñúîòâåòíî f(ξ1),
f(ξ2), . . . , f(ξn) (Ôèã. 1).

Âúðõó âñåêè ïîäèíòåðâàë [xi−1, xi] ïîñòðîÿâàìå ïðàâîúãúëíèê ñ âèñî÷èíà f(ξi) è
â ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå ñòúïàëîâèäíà ôèãóðà (ñúâêóïíîñò îò n ïðàâîúãúëíèêà).

Ëèöåòî Sn íà òàçè ñòúïàëîâèäíà ôèãóðà î÷åâèäíî å:

Sn = f(ξ1)∆x1 + f(ξ2)∆x2 + . . .+ f(ξn)∆xn =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi. (3.1)

Ñóìàòà Sn å ïðèáëèæåíèå íà ëèöåòî S íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö. Èíòóèòèâíî å
ÿñíî, ÷å êîëêîòî ïî-ãîëÿì å áðîÿò n íà ïîäèíòåðâàëèòå (à îòòàì êîëêîòî ïî-ìàëêè
ñà òåõíèòå äúëæèíè), òîëêîâà ïî-òî÷íî áè áèëî òîâà ïðèáëèæåíèå.
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Ôèãóðà 3.1: y = f(x), x ∈ [a, b]

Ïðàâèì èçâîäà, ÷å S ïðåäñòàâëÿâà ãðàíèöà íà Sn ïðè íåîãðàíè÷åíî íàðàñòâàíå
íà n (ò. å. n→∞), àêî å èçïúëíåíî, ÷å

max
1≤i≤n

∆xi → 0. (3.2)

È òàêà, ïðåäâèä (3.1),

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξi)∆xi, (3.3)

ñòèãà äà å â ñèëà óñëîâèåòî (3.2).
Ðåøàâàíåòî íà äðóãè êîíêðåòíè çàäà÷è (ïðåñìÿòàíå íà ðàáîòà íà ïðîìåíëèâà

ñèëà, íà èçìèíàò ïúò ïî çàäàäåíà ïðîìåíëèâà ñêîðîñò, íà ëèíåéíà ìàñà ïî çàäàäåíà
ïðîìåíëèâà ïëúòíîñò è ò.í.) ñå ñâåæäà äî äåéñòâèÿ, íàïúëíî èäåíòè÷íè ñ òîêó-ùî
ïðåäïðèåòèòå. Òîâà ïî åñòåñòâåí íà÷èí íàëàãà äà ñå íàïðàâè ñòðîãà ìàòåìàòè÷åñêà
îáîñíîâêà è ïðåöèçèðàíå íà èçëîæåíèÿ ïî-ãîðå ïîõâàò.

Íàé-îáùî, àêî å äàäåíà ôóíêöèÿ y = f(x), äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà ïîíå â
êðàåí èíòåðâàë [a, b], ïðåäïðèåìàìå ñëåäíèòå ñòúïêè:

1. Ðàçáèâàìå èíòåðâàëà [a, b] íà ïîäèíòåðâàëè [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n ñ äúëæèíè
ñúîòâåòíî ∆xi = xi − xi−1 ïîñðåäñòâîì òî÷êèòå

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.

2. Èçáèðàìå òî÷êè ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n ïî ïðîèçâîëåí íà÷èí è îáðàçóâàìå
ïðîèçâåäåíèÿòà

f(ξi)∆xi, i = 1, 2, . . . , n;

3. Ñúñòàâÿìå ñóìàòà In îò òåçè ïðîèçâåäåíèÿ:

In = f(ξ1)∆x1 + f(ξ2)∆x2 + . . .+ f(ξn)∆xn =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi; (3.4)

4. Íàìèðàìå ãðàíèöàòà I íà In ïðè max
1≤i≤n

∆xi → 0 (ò.å. ïðè n→∞):

54



I = lim
n→∞

In = lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

I ñå íàðè÷à îïðåäåëåí èíòåãðàë îò ôóíêöèÿ f(x) â ãðàíèöè îò a äî b è ñå îçíà÷àâà
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

I =

∫ b

a

f(x) dx,

ñëåäîâàòåëíî ∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

Ñóìàòà In, äåôèíèðàíà â (3.4), ñå íàðè÷à èíòåãðàëíà ñóìà íà Ðèìàí.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ãðàíèöàòà íà èíòåãðàëíàòà ñóìà íà Ðèìàí In ïðè n → ∞ ñå

íàðè÷à îïðåäåëåí èíòåãðàë è ñå îçíà÷àâà ñ

∫ b

a

f(x) dx, êúäåòî:∫
− çíàê íà èíòåãðàëà;

f(x)− ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ;
x− èíòåãðàöèîííà ïðîìåíëèâà;
a− äîëíà èíòåãðàöèîííà ãðàíèöà;
b− ãîðíà èíòåãðàöèîííà ãðàíèöà.

Çàáåëåæêà 3.1 Îò íà÷èíà íà âúâåæäàíå íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë å âèäíî, ÷å òîé
å ÷èñëî. Ñòîéíîñòòà ìó çàâèñè ñàìî îò âèäà íà ïîäèíòåãðàë íàòà ôóíêöèÿ f(x) è
îò ÷èñëàòà a è b, îïðåäåëÿùè èíòåãðàöèîííèÿ èíòåðâàë [a, b]. Ïðîìåíëèâàòà
x ñëóæè ñàìî çà óäîáíî îçíà÷åíèå; íèùî íå áè ñå ïðîìåíèëî, àêî èíòåãðàöèîííàòà
ïðîìåíëèâà îçíà÷èì ñ äðóãà áóêâà:∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(t) dt =

∫ b

a

f(s) ds.

Âúíøíàòà ïðèëèêà â îçíà÷åíèÿòà íà îïðåäåëåíèÿ è íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë ïîä-
ñêàçâà, ÷å òå ñà òÿñíî ñâúðçàíè, âúïðåêè ÷å îïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë å ÷èñëî, à íåîïðå-
äåëåíèÿò � ñúâêóïíîñò îò ïðèìèòèâíè ôóíêöèè. Âðúçêàòà ìåæäó òÿõ ùå óñòàíîâèì
ìàëêî ïî-êúñíî. Çàñåãà ùå ñïîìåíåì ñàìî, ÷å áëàãîäàðåíèå íà íåÿ îïðåäåëåí èíòåãðàë
ñå ïðåñìÿòà ïîñðåäñòâîì ñúîòâåòñòâàù ìó íåîïðåäåëåí èíòåãðàë, à íå ÷ðåç ãðàíè÷åí
ïðåõîä íà ñúñòàâåíà èíòåãðàëíà ñóìà ñúãëàñíî (3.4) � òîçè ïðîöåñ èçèñêâà ïðåîäîëÿâàíå
íà ñúùåñòâåíè òðóäíîñòè äîðè è â íàé-ïðîñòèòå íàãëåä ñëó÷àè.

Äà îòáåëåæèì ñàìî ñúâñåì î÷åâèäíèÿ ôàêò, ÷å∫ b

a

dx = b− a,
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êîéòî ñëåäâà îò òîâà, ÷å âñÿêà èíòåãðàëíà ñóìà (ïðè âñåêè èçáîð íà òî÷êèòå ξi, i =
1, 2, . . . , n ) å ðàâíà íà b− a ïðè f(x) ≡ 1:

In =
n∑
i=1

∆xi = (x1 − x0) + (x2 − x1) + . . .+ (xn − xn−1) = xn − x0 = b− a.

Îïðåäåëåíèå 3.2 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) å èíòåãðèðóåìà â èíòåðâàëà [a, b],

êîãàòî

∫ b

a

f(x) dx ñúùåñòâóâà.

Îòãîâîðúò íà âúïðîñà çà êàêâè ôóíêöèè îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë ñúùåñòâóâà ñå
äàâà îò ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.1 Àêî ôóíöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â êðàéíèÿ è çàòâîðåí èíòåðâàë

[a, b], òî

∫ b

a

f(x) dx ñúùåñòâóâà.

Îòòóê íàòàòúê ðàçãëåæäàíèòå ôóíêöèè ùå ñ÷èòàìå çà íåïðåêúñíàòè ïî ïîäðàçáèðàíå,
îñâåí àêî ñïåöèàëíî íå å óêàçàíî ïðîòèâíîòî.

3.2 Ñâîéñòâà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

Ïúðâèòå äâå ñâîéñòâà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë ñà àíàëîãè÷íè íà òåçè ïðè íåîïðåäåëåíèÿ.
Òå õàðàêòåðèçèðàò ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ.

I. Àäèòèâíîñò (îòíîñíî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ):∫ b

a

(f1(x) + f2(x)) dx =

∫ b

a

f1(x) dx+

∫ b

a

f2(x) dx.

II. Õîìîãåííîñò íà èíòåãðàëà ïðè óìíîæåíèå íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ñ
÷èñëî k: ∫ b

a

kf(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx.

Òåçè äâå ñâîéñòâà, êàêòî è îñòàíàëèòå, ñà ïðÿêî ñëåäñòâèå îò Îïðåäåëåíèå 3.1.
Ñëåäâàùèòå äâå ñâîéñòâà âèçèðàò èíòåãðàöèîííèòå ãðàíèöè.

III. Ðàçìÿíà íà èíòåãðàöèîííèòå ãðàíèöè:∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx.

Êàòî ñëåäñòâèå îò òîâà ñâîéñòâî, àêî a ≡ b, òî ïîëó÷àâàìå

∫ a

a

f(x) dx = 0.

IV. Àäèòèâíîñò (îòíîñíî èíòåãðàöèîííèÿ èíòåðâàë): àêî a < c < b, òî∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.
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Çàáåëåæêà 3.2 Âñúùíîñò, òîâà ñâîéñòâî îñòàâà â ñèëà ïðè ïðîèçâîëíà ïîäðåäáà
íà òî÷êèòå âúðõó ÷èñëîâàòà îñ.

V. Çíàê íà èíòåãðàëà: Àêî ôóíêöèÿòà f(x) èìà ïîñòîÿíåí çíàê â [a, b] (a < b),
òî ∫ b

a

f(x) dx ≥ 0 ïðè f(x) ≥ 0;∫ b

a

f(x) dx ≤ 0 ïðè f(x) ≤ 0.

VI. Èíòåãðèðàíå íà íåðàâåíñòâà: Àêî ϕ1(x) ≤ f(x) ≤ ϕ2(x) ïðèx ∈ [a, b] (a <
b), òî ∫ b

a

ϕ1(x) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

ϕ2(x) dx.

VII. Îöåíêà íà èíòåãðàëà: Àêî m è M ñà ñúîòâåòíî äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà íà
ôóíêöèÿòà f(x) â èíòåðâàëà[a, b] (a < b), ò.å. m ≤ f(x) ≤M , òî

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤M(b− a).

Çàáåëåæêà 3.3 Îòòóê êàòî ñëåäñòâèå ñå ïîëó÷àâà âàæíî çà ìàòåìàòè÷åñêèÿ
àíàëèç ñâîéñòâî çà àáñîëþòíà èíòåãðèðóåìîñò, êîåòî ãëàñè: àêî ôóíêöèÿòà
f(x) å èíòåãðèðóåìà â èíòåðâàëà [a, b], òî |f(x)| ñúùî å èíòåãðèðóåìà â [a, b], ïðè
êîåòî ∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)| dx.

VIII. Òåîðåìà çà ñðåäíàòà ñòîéíîñò: ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà òî÷êà ξ ∈ [a, b]
òàêàâà, ÷å

f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx.

Âåëè÷èíàòà
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx å ñðåäíà ñòîéíîñò íà f(x) â èíòåðâàëà [a, b], êîÿòî,

ñúãëàñíî òîâà ñâîéñòâî, ñå äîñòèãà â íÿêîÿ òî÷êà ξ ∈ [a, b].
Ñðåäíà ñòîéíîñò íà êðàåí áðîé âåëè÷èíè å òÿõíîòî ñðåäíîàðèòìåòè÷íî; êîãàòî

îáà÷å ñå êàñàå çà ñòîéíîñòè íà íåïðåêúñíàòà âåëè÷èíà â äàäåí èíòåðâàë (êîèòî ñà
áåçáðîé ìíîãî!), óñðåäíÿâàíå ñå èçâúðøâà ïîñðåäñòâîì èíòåãðèðàíå (êîåòî å àíàëîã
íà ñóìèðàíåòî ïðè ñðåäíîàðèòìåòè÷íî) è ðàçäåëÿíå íà äúëæèíàòà íà èíòåðâàëà
(êîÿòî å àíàëîã íà áðîÿ íà ñóìèðàíèòå âåëè÷èíè).

Ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ å ïîíÿòèå, êîåòî ÷åñòî ñå èçïîëçâà â òåõíèêàòà.
Ìíîãî âåëè÷èíè ñå õàðàêòåðèçèðàò è ïðîñëåäÿâàò èìåííî ÷ðåç ñâîèòå ñðåäíè ñòîé-
íîñòè: íàëÿãàíå íà ôëóèä; ìîùíîñò íà ïðîìåíëèâ òîê; ñêîðîñò íà õèìè÷íà ðåàêöèÿ
è ò.í.
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3.3 Äèôåðåíöèðàíå íà èíòåãðàëà ïî ãîðíà ãðàíèöà.

Ôîðìóëà íà Íþòîí-Ëàéáíèö

Íåêà ðàçãëåäàìå èíòåãðàë, äîëíàòà èíòåãðàöèîííà ãðàíèöà íà êîéòî å ïîñòîÿííà, à
ãîðíàòà å ïðîìåíëèâà âåëè÷èíà:

I(x) =

∫ x

a

f(t) dt. (3.5)

Ïðè ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ãîðíàòà ãðàíèöà x ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà I(x) ñå
ïðîìåíÿ, ò.å. èíòåãðàëúò å ôóíêöèÿ îò ãîðíàòà ñè ãðàíèöà.

Äà óòî÷íèì, ÷å ñâîéñòâàòà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë, èçëîæåíè â ïðåäõîäíèÿ
ïàðàãðàô, îñòàâàò âàëèäíè è çà èíòåãðàëà ñ ïðîìåíëèâà ãîðíà ãðàíèöà (3.5).

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà ñå èçÿñíÿâà åäèí âàæåí âúïðîñ, à èìåííî êàêâà å âðúçêàòà
ìåæäó ôóíêöèÿòà I(x) è ïîäèíòåðâàëíàòà ôóíêöèÿ f(x).

Òåîðåìà 3.2 Èíòåãðàëúò ñ ïðîìåíëèâà ãîðíà ãðàíèöà (3.5) å ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ
íà ñâîÿòà ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ:

I ′(x) =

(∫ x

a

f(t) dt

)′
= f(x). (3.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Àêî â (3.5) íà ïðîìåíëèâàòàx äàäåì íÿêàêâî ìàëêî èçìåíåíèå
∆x, òî ïîëó÷àâàìå:

I(x+ ∆x) =

∫ x+∆x

a

f(t) dt.

Ðàçãëåæäàìå äèôåðåí÷íîòî ÷àñòíî íà ôóíêöèÿòà I(x):

I(x+ ∆x)− I(x)

∆x
=

1

∆x

[∫ x+∆x

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt

]
.

Êúì ïîëó÷åíîòî ïðèëàãàìå ñâîéñòâî IV (àäèòèâíîñò):

I(x+ ∆x)− I(x)

∆x
=

1

∆x

[∫ x

a

f(t) dt+

∫ x+∆x

x

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt

]
=

1

∆x

∫ x+∆x

x

f(t) dt.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà çà ñðåäíàòà ñòîéíîñò (ñâîéñòâî VIII) ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ,
íàìèðàùà ñå ìåæäó x è x+ ∆x (ïî-òî÷íî, ξ ∈ [x, x+ ∆x] ïðè ∆x > 0; ξ ∈ [x+ ∆x, x]
ïðè ∆x < 0 ) è òàêàâà, ÷å

f(ξ) =
1

∆x

∫ x+∆x

x

f(t) dt.

Ñëåäîâàòåëíî
I(x+ ∆x)− I(x)

∆x
= f(ξ). (3.7)

Òóê å ìîìåíòúò äà ïðèïîìíèì, ÷å ïî äåôèíèöèÿ ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿ å
ãðàíèöà íà äèôåðåí÷íîòî ÷àñòíî:

I ′(x) = lim
∆x→0

I(x+ ∆x)− I(x)

∆x
.

58



Äà îòáåëåæèì ñúùî, ÷å àêî ∆x → 0, òî x + ∆x → x; îñâåí òîâà òîãàâà è ξ → x
(çàùîòî ξ ñå íàìèðà ìåæäó x è x+ ∆x→ x!).

Òîãàâà, ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä íà ðàâåíñòâî (3.7) ïîëó÷àâàìå:

I ′(x) = lim
∆x→0

I(x+ ∆x)− I(x)

∆x
; lim

∆x→0
f(ξ) = lim

ξ→x
f(ξ) = f(x),

êîåòî âñúùíîñò òðÿáâàøå äà äîêàæåì.
Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïðåäîñòàâÿ ñðåäñòâî çà ïðåñìÿòàíå íà îïðåäåëåí èíòåãðàë

ïîñðåäñòâîì ñâåæäàíå êúì íåîïðåäåëåí.

Òåîðåìà 3.3 Ñòîéíîñòòà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë å ðàâíà íà ðàçëèêàòà îò ñòîé-
íîñòèòå íà êîÿ äà å ïðèìèòèâíà F (x) íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ â èíòåãðàöèîííèòå
ãðàíèöè: ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a), êúäåòî F ′(x) = f(x). (3.8)

Ôîðìóëà (3.8) ñå íàðè÷à ôîðìóëà íà Íþòîí-Ëàéáíèö.

Äîê à ç à ò å ë ñ ò â î. Íåêà F (x) å ïðèìèòèâíà íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ. Ïðåäâèä
Òåîðåìà 3.2, äðóãà ïðèìèòèâíà íà f(x) å ôóíêöèÿòà

I(x) =

∫ x

a

f(t) dt.

Òîãàâà I(x) å îò âèäà F (x)+C, ñëåäîâàòåëíî I(x) = F (x)+C1, êúäåòî C1 å íÿêàêâî
êîíêðåòíî ÷èñëî, êîåòî ñåãà ùå íàìåðèì.

Òúé êàòî I(a) =

∫ a

a

f(t) dt = 0, òî I(a) = F (a) + C1, ñëåäîâàòåëíî C1 = −F (a).

È òàêà,

I(x) =

∫ x

a

f(t) dt = F (x)− F (a),

îòêúäåòî, çàìåñòâàéêè x = b, ïîëó÷àâàìå

I(b) =

∫ b

a

f(t) dt = F (b)− F (a).

×åñòî ñå èçïîëçâà ñëåäíèÿò çàïèñ: F (b)− F (a) = F (x)|ba.

Ïðè òîâà îçíà÷åíèå ôîðìóëàòà íà Íþòîí-Ëàéáíèö (3.8) äîáèâà âèäà:∫ b

a

f(x) dx = F (x)|ba , êúäåòî F ′(x) = f(x). (3.9)
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3.4 Ïðåñìÿòàíå íà îïðåäåëåí èíòåãðàë ñ ïîìîùòà íà

ôîðìóëàòà íà Íþòîí-Ëàéáíèö

Êàêòî ñòàíà ÿñíî â ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô, àêî F (x) å ïðèìèòèâíà íà f(x), ò.å. àêî∫
f(x) dx = F (x) + C,

òî ∫ b

a

f(x) dx = F (x)|ba = F (b)− F (a).

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà äà ïðåñìåòíåì îïðåäåëåí èíòåãðàë, òðÿáâà äà íàìåðèì ïðè-
ìèòèâíà íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíöèÿ (ò.å. äà ðåøèì ñúîòâåòíèÿ íåîïðåäåëåí èíòåãðàë),
ñëåä êîåòî äà ïðåñìåòíåì ðàçëèêà îò íåéíèòå ñòîéíîñòè â ãîðíàòà è äîëíà èíòåãðàöè-
îííà ãðàíèöà.

Ïðèìåð 3.1

=

∫ 1

0

(x3 − 3x2 + 2) dx =

∫ 1

0

x3 dx− 3

∫ 1

0

x2 dx+ 2

∫ 1

0

dx

(èçïîëçâàõìå ñâîéñòâà I è II)

x4

4

∣∣∣∣1
0

− 3
x3

3

∣∣∣∣1
0

+ 2x

∣∣∣∣∣
1

0

=

(
1

4
− 0

)
− (1− 0) + 2(1− 0) = 1

1

4
=

5

4
.

(èíòåãðèðàìå è ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà íà Íþòîí-Ëàéáíèö (3.9))

Ïðèìåð 3.2∫ 2

1

√
x dx =

2

3
x

3
2

∣∣∣∣2
1

=
2

3

√
x3

∣∣∣∣2
1

=
2

3
(
√

8− 1) =
2

3
(2
√

2− 1).

(èçïîëçâàìå òàáëè÷íèÿ èíòåãðàë

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C çà n =

1

2
è ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà

íà Íþòîí-Ëàéáíèö (3.9))

Ïðèìåð 3.3∫ 3

2

dx

x− 1
=

∫ 3

2

d(x− 1)

x− 1
= ln |x− 1||32 = ln 2− ln 1︸︷︷︸

0

= ln 2.

(ïðèáàâÿìå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà −1, çà äà ñâåäåì êúì òàáëè÷íèÿ èíòåãðàë∫
dx

x
= ln |x|+ C, ñëåä êîåòî ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà íà Íþòîí-Ëàéáíèö (3.9))

Ïðèìåð 3.4∫ 1

0

e2x dx =
1

2

∫ 1

0

e2x d(2x) =
1

2
e2x

∣∣∣∣1
0

=
1

2
(e2 − e0︸︷︷︸

1

) =
1

2
(e2 − 1).
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(èçïîëçâàìå, ÷å dx =
1

2
d(2x), çà äà ñâåäåì êúì èíòåãðàë îò âèäà

∫
ex dx = ex + C)

Ïðèìåð 3.5

∫ 2

0

√
x2 − 2x+ 1 dx

Ïúðâî ñå íàëàãà äà ðàçãëåäàìå äåòàéëíî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ:
√
x2 − 2x+ 1 =

√
(x− 1)2 = |x− 1| !!!

=

{
1− x, x < 1,
x− 1, x ≥ 1.

Ôóíêöèÿòà èìà ðàçëè÷åí àíàëèòè÷åí çàïèñ â çàâèñèìîñò îò òîâà, äàëè x < 1,
èëè x ≥ 1. Òîâà íàëàãà äà ðàçäåëèì èíòåãðàöèîííèÿ èíòåðâàë íà äâà ïîäèíòåðâàëà
â çàâèñèìîñò îò ïðåäñòàâÿíåòî íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ, ò.å. äà èçïîëçâàìå
ñâîéñòâî IV (àäèòèâíîñò):∫ 2

0

√
x2 − 2x+ 1 dx =

∫ 2

0

|x− 1| dx

=

∫ 1

0

|x− 1| dx+

∫ 2

1

|x− 1| dx =

∫ 1

0

(1− x) dx+

∫ 2

1

(x− 1) dx

=

(
x− x2

2

)∣∣∣∣1
0

+

(
x2

2
− x
)∣∣∣∣2

1

=

(
1− 1

2

)
− 0 +

(
4

2
− 2

)
−
(

1

2
− 1

)
= 1.

(ñåãà âå÷å èíòåãðèðàìå è èçïîëçâàìå ôîðìóëà (3.9))

Ïðèìåð 3.6

∫ π
2

−π
6

√
1− cos2x dx

Êàêòî â ïðåäõîäíàòà çàäà÷à, òàêà è òóê ñå íàëàãà äà ïðåöèçèðàìå âúïðîñà ñ
àíàëèòè÷íèÿ âèä íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ:

√
1− cos2x =

√
sin2x = |sinx| =

{
−sinx, sinx < 0,
sinx, sinx ≥ 0.

Êîíêðåòíî â èíòåãðàöèîííèÿ èíòåðâàë
[
−π

6
,
π

2

]
,

√
1− cos2x =


−sinx, x ∈

[
−π

6
, 0
]
,

sinx, x ∈
[
0,
π

2

]
.

Òîãàâà, èçïîëçâàéêè è òîçè ïúò ñâîéñòâî IV (àäèòèâíîñò), ïîëó÷àâàìå:∫ π
2

−π
6

√
1− cos2x dx =

∫ 0

−π
6

√
1− cos2x dx+

∫ π
2

0

√
1− cos2x dx

= −
∫ 0

−π
6

sinx dx+

∫ π
2

0

sinx dx = cosx|0−π
6
− cosx|

π
2
0
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= cos0︸︷︷︸
1

− cos
(
−π

6

)
︸ ︷︷ ︸

√
3

2

−

cos(π
2

)
︸ ︷︷ ︸

0

− cos0︸︷︷︸
1

 = 2−
√

3

2
=

4−
√

3

2
.

Ïðèìåð 3.7 ∫ π
4

0

sin2xcos2x dx =
1

4

∫ π
4

0

sin22x dx

(èçïîëçâàìå òðèãîíîìåòðè÷íàòà ôîðìóëà sinα cosα =
1

2
sin2α çà α = x)

=
1

8

∫ π
4

0

(1− cos4x) dx

(èçïîëçâàìå òðèãîíîìåòðè÷íàòà ôîðìóëà sin2α =
1− cos2α

2
çà α = 2x)

=
1

8

∫ π
4

0

dx− 1

8

∫ π
4

0

cos4x dx =
1

8
x

∣∣∣∣π4
0

− 1

8
.
1

4

∫ π
4

0

cos4x d(4x)

(èçïîëçâàõìå ñâîéñòâà I è II)

=
1

8

(π
4
− 0
)
− 1

32
sin4x

∣∣∣∣π4
0

=
π

32
− π

32
(sinπ︸︷︷︸

0

− sin0︸︷︷︸
0

) =
π

32
.

Ïðèìåð 3.8 ∫ 0

−1

xex
2

dx =
1

2

∫ 0

−1

ex
2

dx2

(âíàñÿìå x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è ïîëó÷àâàìå èíòåãðàë, êîéòî å îò ñúùèÿ

âèä êàòî

∫
ex dx = ex + C)

=
1

2
ex

2

∣∣∣∣0
−1

=
1

2
(e0 − e1) =

1

2
(1− e).

Íåêà äà îáúðíåì âíèìàíèå íà ñëåäíèÿ ôàêò (ñâîéñòâî V � çíàê íà èíòåãðàëà):
ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ xex

2
å îòðèöàòåëíà â èíòåãðàöèîííèÿ èíòåðâàë [−1, 0],

ñëåäîâàòåëíî ïðåäâàðèòåëíî å ÿñíî, ÷å ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà ñúùî å îòðèöàòåëíà
(êàêòî è ïîëó÷èõìå).

Ïðèìåð 3.9 ∫ π
2

0

sinxcos2x dx = −
∫ π

2

0

cos2x d(cosx)

= − cos3x

3

∣∣∣∣π2
0

= −1

3
(cos3π

2︸ ︷︷ ︸
0

− cos30︸ ︷︷ ︸
1

) =
1

3
.

62



Âíàñÿìå sinx ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è ïîëó÷àâàìå èíòåãðàë, êîéòî å îò âèäà∫
x2 dx =

x3

3
+ C.

3.5 Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè â îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

Íàé-âàæíèÿò ðåçóëòàò â èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå, êîéòî äàâà âðúçêàòà ìåæäó îïðåäåëåíèÿ
è íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë è ïî òîçè íà÷èí å ìîùíî ñðåäñòâî çà ïðåñìÿòàíå íà
îïðåäåëåí èíòåãðàë, å ôîðìóëàòà íà Íþòîí-Ëàéáíèö∫ b

a

f(x) dx = F (x)|ba , (3.10)

êúäåòî F ′(x) = f(x), ò.å. ∫
f(x) dx = F (x) + C. (3.11)

Ïðåäâèä (3.11) (C å ïðîèçâîëíî ÷èñëî), ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí (3.10)
ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà:∫ b

a

f(x) dx =

∫
f(x) dx

∣∣∣∣b
a

. (3.12)

Íàé-ïðîñòèòå ñâîéñòâà � çà èíòåãðèðàíå íà ñáîð îò ôóíêöèè è íà ôóíêöèÿ,
óìíîæåíà ñ ÷èñëî - ñà íàïúëíî àíàëîãè÷íè çà îïðåäåëåí è çà íåîïðåäåëåí èíòåãðàë.

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå êàê ñòîÿò íåùàòà ïðè èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Äà íàïîìíèì,
÷å çà íåîïðåäåëåí èíòåãðàë ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ãëàñè:∫

u(x)dv(x) = u(x)v(x)−
∫
v(x)du(x), (3.13)

êúäåòî u(x) è v(x) ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè.

Ðàçãëåæäàìå ñúîòâåòíèÿ îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫ b

a

u(x)dv(x).

Ñúãëàñíî (3.12) èìàìå: ∫ b

a

u(x)dv(x) =

∫
u(x)dv(x)

∣∣∣∣b
a

.

Êàòî ïðèëîæèì (3.13), îòòóê ïîëó÷àâàìå:∫ b

a

u(x)dv(x) =

[
u(x)v(x)−

∫
v(x)du(x)

]∣∣∣∣b
a

= u(x)v(x)|ba −
∫
v(x)du(x)

∣∣∣∣b
a

.
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Òúé êàòî ñúãëàñíî (3.12)∫
v(x)du(x)

∣∣∣∣b
a

=

∫ b

a

v(x)du(x),

òî îêîí÷àòåëíî ñòèãàìå äî∫ b

a

u(x)dv(x) = u(x)v(x)|ba −
∫ b

a

v(x)du(x), (3.14)

êîåòî å èìåííî ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè â îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë.
Íåêà äà ñðàâíèì ôîðìóëèòå çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè â íåîïðåäåëåíèÿ è îïðåäåëå-

íèÿ èíòåãðàë (ñúîòâåòíî (3.13) è (3.14)). Ìîæå äà ñå íàïðàâè èçâîäúò, ÷e â îïðåäåëåíèÿ
èíòåãðàë èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ñå ïðîâåæäà ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî â íåîïðåäåëåíèÿ.
Ðàçëèêàòà ñå çàêëþ÷àâà â òîâà, ÷å ïðè îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë âñè÷êî ñå ïðåñìÿòà â
èíòåãðàöèîííè ãðàíèöè.

Ïðèìåð 3.10 ∫ 1

0

xe5x dx =
1

5

∫ 1

0

xde5x =
1

5

[
xe5x

∣∣1
0
−
∫ 1

0

e5x dx

]
(âíàñÿìå e5x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå

ïî ÷àñòè (3.14))

=
1

5
xe5x

∣∣∣∣1
0

− 1

5
.
1

5

∫ 1

0

e5x d5x =
1

5
(e5 − 0)− 1

25
e5x

∣∣∣∣1
0

=
e5

5
− 1

25
(e5 − e0︸︷︷︸

1

) =
4e5 − 1

25
.

Ïðèìåð 3.11∫ π/2

0

xcosx dx =

∫ π/2

0

x dsinx = xsinx|π/20 −
∫ π/2

0

sinx dx

(âíàñÿìå cosx ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè)

= xsinx|π/20 + cosx|π/20 =
π

2
sin

π

2︸ ︷︷ ︸
1

−0 + cos
π

2︸ ︷︷ ︸
0

− cos0︸︷︷︸
1

=
π

2
− 1.

(èçïîëçâàìå òàáëè÷íèÿ èíòåãðàë

∫
sinx dx = −cosx+ C è ïðåñìÿòàìå â èíòåãðàöèîííè

ãðàíèöè)

Ïðèìåð 3.12∫ 1

0

ln(x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
u(x)

d x︸︷︷︸
v(x)

= x ln(x2 + 1)
∣∣1
0
−
∫ 1

0

xd ln(x2 + 1)
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(èíòåãðèðàõìå ïî ÷àñòè � ïðèëîæèõìå ôîðìóëà (3.14))

= ln 2− 2

∫ 1

0

x2

x2 + 1
dx = ln 2− 2

∫ 1

0

x2 + 1− 1

x2 + 1
dx

(èçïîëçâàõìå, ÷å d ln(x2 + 1) =
(
ln(x2 + 1)

)′
dx =

2x

x2 + 1
dx)

= ln 2− 2

∫ 1

0

dx+ 2

∫ 1

0

dx

x2 + 1
= ln 2− 2x|10 + 2 arctanx|10

= ln 2− 2(1− 0) + 2(arctan 1︸ ︷︷ ︸
π
4

− arctan 0︸ ︷︷ ︸
0

) = ln 2− 2 +
π

2
.

Ïðèìåð 3.13∫ 1

0

x arctanx dx =
1

2

∫ 1

0

arctanxdx2 =
1

2
x2 arctanx

∣∣∣∣1
0

− 1

2

∫ 1

0

x2d arctanx

(âíàñÿìå x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè)

=
1

2
arctan 1︸ ︷︷ ︸

π
4

−1

2
arctan 0︸ ︷︷ ︸

0

−1

2

∫ 1

0

x2

x2 + 1
dx

(èçïîëçâàõìå, ÷å d arctanx = (arctanx)′dx =
dx

x2 + 1
)

=
π

8
− 1

2

∫ 1

0

x2 + 1− 1

x2 + 1
dx =

π

8
− 1

2

∫ 1

0

dx+
1

2

∫ 1

0

dx

x2 + 1

(ñâåäîõìå äî òàáëè÷íèòå èíòåãðàëè
∫
dx = x+ C è

∫
dx
x2+1

= arctanx+ C)

=
π

8
− 1

2
(1− 0) +

1

2
(arctan 1− arctan 0) =

π

8
− 1

2
+
π

8
=
π − 2

4
.

3.6 Ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà ïðîìåíëèâà â îïðåäå-

ëåíèÿ èíòåãðàë

Â ñðàâíåíèå ñ ìåòîäà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè, ñìÿíàòà íà èíòåãðàöèîííàòà
ïðîìåíëèâà â îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë èçèñêâà ïîâå÷å âíèìàíèå.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ïðè íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë, àêî x = ϕ(t), òî∫
f(x) dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt. (3.15)
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Ïðè òîâà, àêî å èçâåñòåí åäèíèÿò îò èíòåãðàëèòå â (3.15), òî èçâåñòåí å è äðóãèÿò.
Àêî ∫

f(x) dx = F (x) + C,

òî ∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) + C.

Àêî îáà÷å å èçâåñòåí âòîðèÿò îò èíòåãðàëèòå â (3.15):

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = Φ(t) + C,

òî çà äà ïðåñìåòíåì

∫
f(x) dx, òðÿáâà äà èçðàçèì t ïîñðåäñòâîì x è äà ãî çàìåñòèì

âúâ Φ(t).
Ñ äðóãè äóìè, òðÿáâà äà ñå âúðíåì êúì ïúðâîíà÷àëíàòà ïðîìåíëèâà x: îò x = ϕ(t)

íàìèðàìå t = ψ(x) (ôóíêöèÿòà ψ å îáðàòíà íà ôóíêöèÿòà ϕ !) è òîãàâà∫
f(x) dx = Φ(ψ(x)) + C.

Ùî ñå êàñàå äî îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë, ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì
ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.4 Àêî α è β ñà òàêèâà ÷èñëà, ÷å a = ϕ(α), b = ϕ(β) è ôóíêöèèòå ϕ(t),
ϕ′(t) è f(ϕ(t)) ñà íåïðåêúñíàòè â èíòåðâàëà [α, β], òî∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt. (3.16)

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Íåêà F (x) å ïðèìèòèâíà íà f(x), ò.å.∫
f(x) dx = F (x) + C

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Ñúãëàñíî èçëîæåíîòî ïî-ãîðå,∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) + C,

ñëåäîâàòåëíî ∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)).

Íî îò óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà ϕ(β) = b è ϕ(α) = a, òàêà ÷å∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (b)− F (a),

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâî (3.16).

Îò (3.16) ñå âèæäà, ÷å ïðè ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà â îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë ïîäèíòåã-
ðàëíèÿò èçðàç f(x) dx ñå ïðåîáðàçóâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî ïðè íåîïðåäåëåíèÿ
èíòåãðàë.
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Òðÿáâà îáà÷å äà ñå ïðåñìåòíàò íîâèòå èíòåãðàöèîííè ãðàíèöè. Òå ñà êîðåíè
ñúîòâåòíî íà óðàâíåíèÿòà ϕ(t) = a è ϕ(t) = b. Òîãàâà, ñëåä ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà
è íåîïðåäåëåíî èíòåãðèðàíå, ìîæåì âåäíàãà äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà íà Íþòîí-
Ëàéáíèö (3.10) êúì ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò, êàòî çàìåñòâàìå t ñ íåãîâàòà ãîðíà è äîëíà
ãðàíèöà (β è α).

Ïðèìåð 3.14

∫ 3

0

x 3
√

3x− 1 dx

Ùå íàïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà 3
√

3x− 1 = t, ñëåäîâàòåëíî x =
t3 + 1

3
.

Äà èçðàçèì dx ïîñðåäñòâîì íîâàòà ïðîìåíëèâà:

dx = d
t3 + 1

3
=

(
t3 + 1

3

)′
dt = t2dt.

Ïðåñìÿòàìå íîâèòå èíòåãðàöèîííè ãðàíèöè: àêî x = 0, òî t = 3
√

3.0− 1 = 3
√
−1 = −1;

àêî x = 3, òî t = 3
√

3.3− 1 =
3
√

8 = 2.
Òîãàâà, ñúãëàñíî ôîðìóëà (3.16),

∫ 3

0

x 3
√

3x− 1 dx =

∫ 2

−1

t3 + 1

3
t t2dt =

1

3

∫ 2

−1

(t6 + t3) dt =
1

3

(
t7

7
+
t4

4

)∣∣∣∣2
−1

=
1

3

(
27

7
+

24

4

)
− 1

3

(
(−1)7

7
+

(−1)4

4

)
=

1

3

(
129

7
+

15

4

)
=

207

28
.

Ïðèìåð 3.15

∫ 2

0

√
4− x2 dx

Äà ïîëîæèì x = 2sint.

Ïúðâî ùå ïðåñìåòíåì íîâèòå èíòåãðàöèîííè ãðàíèöè α è β: α å ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî 2sint = 0 (ïðè x = 0), à β � íà óðàâíåíèåòî 2sint = 2 (ïðè x = 2).

Ìîæåì òîãàâà äà âçåìåì α = 0, β =
π

2
, çàùîòî ïðè t ∈ [0,

π

2
] ïîëó÷àâàìå, ÷å x =

2sint ïðîáÿãâà öåëèÿ èíòåãðàöèîíåí èíòåðâàë [0, 2].
Èçðàçÿâàìå ïîäèíòåãðàëíèÿ èçðàç ïîñðåäñòâîì íîâàòà ïðîìåíëèâà t:

dx = d(2sint) = (2sint)′dt = 2costdt,

√
4− x2 =

√
4− 4sin2t =

√
4cos2t = 2 |cost| = 2 cost,

òúé êàòî cost ≥ 0 çà t ∈ [0,
π

2
].

È òàêà, òîãàâà∫ 2

0

√
4− x2 dx =

∫ π
2

0

2cost 2costdt = 4

∫ π
2

0

cos2tdt = 2

∫ π
2

0

(1 + cos2t)dt
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(ïðèëîæèõìå ôîðìóëàòà çà ïîíèæàâàíå íà ñòåïåíòà cos2t =
1 + cos2t

2
)

= 2

∫ π
2

0

dt+

∫ π
2

0

cos2td(2t) = 2t|
π
2
0 + sin2t|

π
2
0 = 2

(π
2
− 0
)

+ sinπ︸︷︷︸
0

− sin0︸︷︷︸
0

= π.

Ïðèìåð 3.16

∫ 1
2

0

x2

√
1− x2

dx

Äà ïîëîæèì x = cost.

Íîâèòå èíòåãðàöèîííè ãðàíèöè α è β ùå ïîëó÷èì ñúîòâåòíî îò óðàâíåíèÿòà:

cost = 0 è cost =
1

2
.

Ìîæåì òîãàâà äà âçåìåì α =
π

2
, β =

π

3
, çàùîòî êîãàòî t îáõîæäà ñòîéíîñòèòå,

çàêëþ÷åíè ìåæäó
π

2
è
π

3
, x = cost ïðîáÿãâà öåëèÿ èíòåãðàöèîíåí èíòåðâàë

[
0,

1

2

]
.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å x ∈
[
0,

1

2

]
, à ñúùåâðåìåííî t ∈

[π
2
,
π

3

]
(äîëíàòà ãðàíèöà

å ïî-ãîëÿìà îò ãîðíàòà, íî â òîâà íÿìà íèùî ïðèòåñíèòåëíî áëàãîäàðåíèå íà ñâîéñòâàòà
íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë).

Èçðàçÿâàìå ïîäèíòåãðàëíèÿ èçðàç ïîñðåäñòâîì íîâàòà ïðîìåíëèâà t:

dx = d(cost) = (cost)′dt = −sintdt,

√
1− x2 =

√
1− cos2t =

√
sin2t = |sint| = sint,

çàùîòî sint ≥ 0 çà ñòîéíîñòè íà t, çàêëþ÷åíè ìåæäó
π

2
è
π

3
.

Ïðåäâèä âñè÷êî äîòóê, ïðåñìÿòàìå∫ 1
2

0

x2

√
1− x2

dx =

∫ π
3

π
2

cos2t

sint
(−sint)dt = −

∫ π
3

π
2

cos2tdt

=

∫ π
2

π
3

cos2tdt =

∫ π
2

π
3

1 + cos2t

2
dt =

1

2

∫ π
2

π
3

dt+
1

2

∫ π
2

π
3

cos2tdt

(ïðèëîæèõìå ñâîéñòâîòî çà ðàçìÿíà íà èíòåãðàöèîííèòå ãðàíèöè, ñëåä êîåòî

ôîðìóëàòà çà ïîíèæàâàíå íà ñòåïåíòà cos2t =
1 + cos2t

2
)

=
1

2
t

∣∣∣∣π2
π
3

+
1

4

∫ π
2

π
3

cos2td(2t) =
1

2

(π
2
− π

3

)
+

1

4
sin2t

∣∣∣∣π2
π
3

=
π

12
+

1

4
(sinπ︸︷︷︸

0

− sin2π

3
)︸ ︷︷ ︸

√
3

2

=
π

12
−
√

3

8
.
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Ïðèëàãàéêè ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà ïðîìåíëèâà ùå èçâåäåì è äâå ôîðìóëè,
êîèòî ñå îòíàñÿò äî èíòåãðèðàíå íà ÷åòíà è íà íå÷åòíà ôóíêöèÿ â èíòåðâàë îò âèäà
[−a, a], ñèìåòðè÷åí îòíîñíî íóëàòà. Ðàçãëåæäàíèÿòà çà ÷åòíà è íå÷åòíà ôóíêöèÿ ùå
ïðîâåäåì ïàðàëåëíî.

Íåêà f(x) å ÷åòíà/íå÷åòíà ôóíêöèÿ, ò.å. çà âñÿêî x îò íåéíàòà äåôèíèöèîííà
îáëàñò

f(−x) =

{
f(x), f(x) å ÷åòíà;
−f(x), f(x) å íå÷åòíà.

(3.17)

Ðàçãëåæäàìå èíòåãðàëà∫ a

−a
f(x) dx =

∫ 0

−a
f(x) dx+

∫ a

0

f(x) dx

ñúãëàñíî ñâîéñòâîòî àäèòèâíîñò îòíîñíî èíòåãðàöèîííè ãðàíèöè.

Íåêà ñåãà â èíòåãðàëà

∫ 0

−a
f(x) dx äà íàïðàâèì ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà ïðîìåí-

ëèâà x = −s (è ñëåäîâàòåëíî dx = −ds).
Ùî ñå îòíàñÿ äî èíòåãðàöèîííèòå ãðàíèöè çà íîâàòà ïðîìåíëèâà s, òî ïðè x = −a

èìàìå s = a, à êîãàòî x = 0, s = 0.
Òîãàâà, ñëåä ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà è ïðèëàãàíå íà ñâîéñòâîòî çà ðàçìÿíà íà

èíòåãðàöèîííèòå ãðàíèöè, ïðåäâèä (3.17) ïîëó÷àâàìå:

∫ 0

−a
f(x) dx = −

∫ 0

a

f(−s) ds =

∫ a

0

f(−s) ds =



∫ a

0

f(s) ds, ÷åòíà ôóíêöèÿ,

−
∫ a

0

f(s) ds, íå÷åòíà ôóíêöèÿ.

Êàêòî çíàåì îò ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô, èíòåãðàëúò íå çàâèñè îò ïðîìåíëèâàòà ñè,
à ñàìî îò ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ è èíòåãðàöèîííèòå ñè ãðàíèöè, ò.å.∫ a

0

f(s) ds =

∫ a

0

f(x) dx,

ñëåäîâàòåëíî

∫ a

−a
f(x) dx =



∫ a

0

f(x) dx+

∫ a

0

f(x) dx, àêî f(x) å ÷åòíà;

−
∫ a

0

f(x) dx+

∫ a

0

f(x) dx, àêî f(x) å íå÷åòíà,

ò.å. ïîëó÷èõìå, ÷å: ∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx, àêî f(x) å ÷åòíà;

∫ a

−a
f(x) dx = 0, àêî f(x) å íå÷åòíà.

Òåçè äâå ôîðìóëè èìàò ãîëÿìî ïðèëîæåíèå â èíæåíåðíèòå ïðåñìÿòàíèÿ.
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3.7 Íåñîáñòâåí èíòåãðàë

Ùå ðàçøèðèì ïîíÿòèåòî îïðåäåëåí èíòåãðàë ïîðàäè ñúîáðàæåíèÿ, êîèòî ïðîèç-
òè÷àò êàêòî îò òåîðèÿòà, òàêà è îò ïðèëîæåíèÿòà ìó.

Äîñåãà çà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

∫ b

a

f(x) dx ñå ïðåäïîëàãàøå, ÷å:

1. Èíòåãðàöèîííèÿò èíòåðâàë [a, b] å êðàåí, ò.å. èíòåãðàöèîííèòå ãðàíèöè a è b ñà
êðàéíè (ðåàëíè) ÷èñëà;

2. Ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ f(x) å îãðàíè÷åíà â èíòåãðàöèîííèÿ èíòåðâàë [a, b].

Àêî ïîíå åäíî îò òåçè äâå óñëîâèÿ íå å èçïúëíåíî, òî èíòåãðàëúò ñå íàðè÷à
íåñîáñòâåí.

7.1. Èíòåãðàë âúðõó áåçêðàåí èíòåðâàë

Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å èíòåãðèðóåìà çà x ∈ [a, b], ïðè âñÿêî b òàêîâà, ÷å b > a.
Òîãàâà íåñîáñòâåí èíòåãðàë îò ôóíêöèÿòà f(x) â áåçêðàéíèÿ èíòåðâàë [a,+∞) ñå

äåôèíèðà êàòî ãðàíèöàòà:∫ +∞

a

f(x) dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x) dx.

Àêî òàçè ãðàíèöà ñúùåñòâóâà è å êðàéíî ÷èñëî, òî èíòåãðàëúò ñå íàðè÷à ñõîäÿù,
à ÷èñëîòî å íåãîâàòà ñòîéíîñò. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé òîé å ðàçõîäÿù.

Àíàëîãè÷íî äåôèíèðàìå è èíòåãðàëèòå∫ b

−∞
f(x) dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f(x) dx,

∫ +∞

−∞
f(x) dx = lim

b→+∞

∫ b

−b
f(x) dx.

Òúé êàòî íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë å ðàçøèðåíèå íà ïîíÿòèåòî îïðåäåëåí èíòåãðàë,
òî çà íåãî ñà â ñèëà ïðàâèëà çà èíòåãðèðàíå, ïîäîáíè íà òåçè çà îïðåäåëåí èíòåãðàë.

Àêî F (x) å ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà f(x) â èíòåðâàëà [a,+∞), ò.å. F ′(x) = f(x),
è àêî F (x) èìà ãðàíèöà ïðè x→ +∞, òî∫ +∞

a

f(x) dx = F (x)|+∞a = lim
x→+∞

(F (x)− F (a)).

Ïðèìåð 3.17 (îñíîâåí)

∫ +∞

1

dx

xα

Ïúðâî ïðåñìÿòàìå, ÷å∫ +∞

1

dx

xα
= lim

b→+∞

∫ b

1

dx

xα
= lim

b→+∞

1

1− α
(
b1−α − 1

)
, α 6= 1.
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-5 5

1

Ôèãóðà 3.2: y =
1

1 + x2

∫ +∞

1

dx

x
= lim

b→+∞

∫ b

1

dx

x
= lim

b→+∞
ln b.

Èìàìå ñëåäíèòå òðè ñëó÷àÿ:

1. α > 1 ⇒ lim
b→+∞

b1−α = lim
b→+∞

1

bα−1
= 0,

∫ +∞

1

dx

xα
=

1

α− 1
è èíòåãðàëúò å ñõîäÿù;

2. α < 1 ⇒ lim
b→+∞

b1−α = +∞,
∫ +∞

1

dx

xα
= +∞, ò.å. èíòåãðàëúò å ðàçõîäÿù;

3. α = 1 ⇒
∫ +∞

1

dx

x
= lim

b→+∞
ln b = +∞ è èíòåãðàëúò îòíîâî å ðàçõîäÿù.

Ïðèìåð 3.18∫ +∞

−∞

dx

1 + x2
= lim

b→+∞

∫ b

−b

dx

1 + x2
= 2 lim

b→+∞

∫ b

0

dx

1 + x2

(èçïîëçâàõìå, ÷å èíòåãðèðàìå ÷åòíà ôóíêöèÿ â ñèìåòðè÷åí îòíîñíî 0 èíòåðâàë)

= 2 lim
b→+∞

(arctan b− arctan 0) = 2
π

2
= π.

Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà îïðåäåëåí èíòåãðàë, èíòåãðàëúò

∫ +b

−b

dx

1 + x2
å ðàâåí íà

ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàêëþ÷åíà ìåæäó ãðàôèêàòà íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ è
àáñöèñíàòà îñ ïðè x ∈ [−b, b].

Îò ñâîÿ ñòðàíà, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 3.2, èíòåãðàëúò

∫ +∞

−∞

dx

1 + x2
å ðàâåí

íà ëèöåòî íà íåîãðàíè÷åíàòà ôèãóðà, çàãðàäåíà îò ãðàôèêàòà íà ïîäèíòåãðàëíàòà
ôóíêöèÿ è àáñöèñíàòà îñ (−∞ < x < +∞). Âúïðåêè, ÷å ôèãóðàòà å áåçêðàéíà,
íåéíîòî ëèöå å êðàéíî ÷èñëî.

Òóê òðÿáâà äà ïîä÷åðòàåì, ÷å àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
b→+∞

∫ b

−b
f(x) dx, òî òÿ

ñå íàðè÷à ãëàâíà ñòîéíîñò èëè v.p. (valeur principale (ôð.), principle value (àíãë.))
íà íåñîáñòâåíèÿ èíòåãðàë. Òàçè ñòîéíîñò ìîæå äà ñúùåñòâóâà äîðè è ñúîòâåòíèÿò
èíòåãðàë äà å ðàçõîäÿù.

Òàêà íàïðèìåð, àêî f(x) å íå÷åòíà ôóíêöèÿ, òî

∫ b

−b
f(x) dx = 0 çà âñÿêî ÷èñëî b.

Ïðè f(x) =
x

1 + x2
îáà÷å ñúîòâåòíèÿò èíòåãðàë

∫ +∞

−∞

x

1 + x2
dx 6= 0 å ðàçõîäÿù.
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Íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë

∫ +∞

a

f(x) dx ñå íàðè÷à àáñîëþòíî ñõîäÿù, êîãàòî å

ñõîäÿù íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë

∫ +∞

a

|f(x)| dx.

Òåîðåìà 3.5 Àêî åäèí íåñîáñòâåí èíòåãðàë å àáñîëþòíî ñõîäÿù, òî òîé å ñõîäÿù.
Îáðàòíîòî â îáùèÿ ñëó÷àé íå å â ñèëà.

Â ñèëà å è ñëåäíàòà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ (ïðèíöèï çà ñðàâíÿâàíå):

Òåîðåìà 3.6 Àêî çà x > a å èçïúëíåíî, ÷å |f(x)| ≤ ϕ(x) è

∫ +∞

a

ϕ(x) dx å ñõîäÿù,

òî

∫ +∞

a

f(x) dx ñúùî å ñõîäÿù, ïðè òîâà àáñîëþòíî.

Àêî ïúê çà x > a èìàìå 0 < ϕ(x) < f(x) è

∫ +∞

a

ϕ(x) dx å ðàçõîäÿù, òî è∫ +∞

a

f(x) dx å ðàçõîäÿù.

Âàæíî å äà îòáåëåæèì ñúùî, ÷å

lim
x→+∞

f(x) = 0

å íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ñõîäèìîñò íà èíòåãðàëà

∫ +∞

a

f(x) dx.

Ïðèìåð 3.19

∫ +∞

1

dx

x
√

1 + x2

Ùå ïîêàæåì, ÷å òîçè èíòåãðàë å ñõîäÿù, êàòî ãî ñðàâíèì ñ äðóã èíòåãðàë ñúãëàñíî
Òåîðåìà 3.6.

Î÷åâèäíî ïðè x ∈ [1,+∞)

1

x
√

1 + x2
<

1

x2
(çàùîòî

√
1 + x2 > x).

Ïðè òîâà∫ +∞

1

dx

x2
= lim

b→+∞

∫ b

1

dx

x2
= lim

b→+∞

(
−1

x

)∣∣∣∣b
1

= lim
b→+∞

(
1− 1

b

)
= 1.

Òîãàâà, ùîì

∫ +∞

1

dx

x2
å ñõîäÿù, òî

∫ +∞

1

dx

x
√

1 + x2
ñúùî å ñõîäÿù (è òî àáñîëþòíî!).

Íåñîáñòâåí èíòåãðàë, êîéòî å ñõîäÿù, íî íå å àáñîëþòíî ñõîäÿù, ñå íàðè÷à óñëîâ-
íî ñõîäÿù.

Àáñîëþòíî ñõîäÿùèòå íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè íå ñå ðàçëè÷àâàò îò ñòàíäàðòíèòå
îïðåäåëåíè èíòåãðàëè â îñíîâíèòå ñè ñâîéñòâà. Óñëîâíî ñõîäÿùèòå íåñîáñòâåíè èíòåã-
ðàëè îáà÷å ñà ñïåöèôè÷íè è çàåìàò îòäåëíî ìÿñòî â ðàìêèòå íà îáùàòà òåîðèÿ íà
èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå.
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7.2. Èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ

Íåêà â êðàéíèÿ èíòåðâàë [a, b] äà ñúùåñòâóâà òî÷êà c, â êîÿòî ïîäèíòåãðàëíàòà
ôóíêöèÿ f(x) äà èìà ïðåêúñâàíå îò âòîðè ðîä (ñ áåçêðàåí ñêîê), ò.å. â òî÷êàòà c

ëÿâàòà è/èëè äÿñíàòà ãðàíèöà å áåçêðàéíà âåëè÷èíà. Òîãàâà èíòåãðàëúò

∫ b

a

f(x) dx

ñúùî ñå íàðè÷à íåñîáñòâåí è ñå äåôèíèðà êàòî:∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→0

∫ c−ε

a

f(x) dx+ lim
ε→0

∫ b

c+ε

f(x) dx,

àêî òåçè äâå ãðàíèöè ñúùåñòâóâàò è ñà êðàéíè ÷èñëà. Òîãàâà èíòåãðàëúò ñå íàðè÷à
ñõîäÿù, à â ïðîòèâåí ñëó÷àé òîé å ðàçõîäÿù.

Î÷åâèäíî àêî c = a èëè c = b, òî (ε > 0)∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→0

∫ b

a+ε

f(x) dx

è ñúîòâåòíî ∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→0

∫ b−ε

a

f(x) dx.

Ïðèìåð 3.20 (îñíîâåí)

∫ 1

0

dx

xα
, α > 0

Ïðåñìÿòàìå, ÷å∫ 1

0

dx

xα
= lim

ε→0+

∫ 1

ε

x−α dx = lim
ε→0

1

1− α
(
1− ε1−α) , α 6= 1,

∫ 1

0

dx

x
= lim

ε→0+

∫ 1

ε

dx

x
= lim

ε→0+
lnx|1ε = − lim

ε→0+
ln ε.

Èìàìå ñëåäíèòå ñëó÷àè

1. 0 < α < 1 ⇒ lim
ε→0

ε1−α = 0,

∫ 1

0

dx

xα
=

1

1− α
è èíòåãðàëúò å ñõîäÿù;

2. α > 1 ⇒ lim
ε→0

ε1−α = +∞,
∫ 1

0

dx

xα
= −∞, ò.å. èíòåãðàëúò å ðàçõîäÿù;

3. α = 1 ⇒
∫ 1

0

dx

x
= − lim

ε→0+
ln ε = +∞ è èíòåãðàëúò îòíîâî å ðàçõîäÿù.

Êàòî èçïîëçâàìå ïîëó÷åíîòî â òîçè ïðèìåð, ìîæåì äà ïðåñìåòíåì è ñðàâíèòåëíî
ïî-îáùèòå (îñíîâíè) èíòåãðàëè, êîèòî ðàçãëåæäàìå â ñëåäâàùèòå äâà ïðèìåðà (a <
b).
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Ïðèìåð 3.21

∫ b

a

dx

(x− a)α
, α ∈ R

Êîãàòî α < 0, ñëó÷àÿò å òðèâèàëåí, òúé êàòî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å îãðàíè÷åíà
â èíòåãðàöèîííèÿ èíòåðâàë [a, b]. Òàêà ÷å ñå ñúñðåäîòî÷àâàìå âúðõó ñëó÷àÿ α > 0.

Ïîëàãàìå
x− a
b− a

= t, ñëåä êîåòî ïîëó÷àâàìå

∫ b

a

dx

(x− a)α
=

∫ 1

0

(b− a) dt

tα(b− a)α
= (b− a)(1−α)

∫ 1

0

dt

tα
,

òàêà ÷å èíòåãðàëúò å ñâåäåí äî Ïðèìåð 3.20.

Ïðèìåð 3.22

∫ b

a

dx

(b− x)α
, α ∈ R

Àíàëîãè÷íî íà Ïðèìåð 3.21, èìà ñìèñúë äà ðàçãëåæäàìå ñàìî ñëó÷àÿ α > 0.

Ïîëàãàìå
b− x
b− a

= t è ïîëó÷àâàìå

∫ b

a

dx

(b− x)α
= −

∫ 0

1

(b− a) dt

tα(b− a)α
= (b− a)(1−α)

∫ 1

0

dt

tα
,

ñëåä êîåòî îòíîâî ñå ïðèëàãà ðåçóëòàòúò îò Ïðèìåð 3.20.

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå: Äà ñå ïðåñìåòíàò ñëåäíèòå íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè

3.1.

∫ +∞

1

dx

1 + x2
Îòã.

π

4
3.3.

∫ 2

0

dx

(x− 1)2
Îòã. ðàçõîäÿù

3.2.

∫ +∞

0

xe−x
2

dx Îòã.
1

2
3.4.

∫ 2

0

dx
3
√

(x− 1)2
Îòã. 6

3.8 Íÿêîè ãåîìåòðè÷íè ïðèëîæåíèÿ íà îïðåäåëåíèÿ

èíòåãðàë

3.8.1. Ëèöà íà ðàâíèííè ôèãóðè â Äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà

Ïúðâî ùå ñå ñïðåì íà íàé-ëåñíèÿ (è îñíîâåí) ñëó÷àé. Íåêà f(x) å ôóíêöèÿ, êîÿòî
å íåïðåêúñíàòà è íåîòðèöàòåëíà â èíòåðâàëà [a, b].

Ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè

{(x, y) : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)} ,

îãðàíè÷åíî îò ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), àáñöèñíàòà îñ è âåðòèêàëíèòå ïðàâè
x = a è x = b, ñå íàðè÷à êðèâîëèíååí òðàïåö (Ôèã. 3.3).
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Ôèãóðà 3.3: f(x) ≥ 0, x ∈ [a, b]

Êàêòî âå÷å å èçâåñòíî îò äåôèíèöèÿòà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë, ëèöåòî S íà òîçè
êðèâîëèíååí òðàïåö å

S =

∫ b

a

f(x) dx. (3.18)

Çàáåëåæêà 3.4 Òóê å ìÿñòîòî äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å àêî f(x) ≤ 0 çà x ∈
[a, b], òî êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö, îãðàíè÷åí îò ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x),
àáñöèñíàòà îñ è âåðòèêàëíèòå ïðàâè x = a è x = b, å

{(x, y) : a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ 0} .

Ëèöåòî ìó ñå ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà

S = −
∫ b

a

f(x) dx. (3.19)

Ñëåäîâàòåëíî, ïðè ïðåñìÿòàíå íà ëèöå (êîåòî å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî!) âñÿêà ñìÿíà
íà çíàêà íà ôóíêöèÿòà â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë òðÿáâà äà ñå îò÷èòà.

Ïðèìåð 3.23 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà y = 4− x2 è àáñöèñíàòà îñ ïðè:

à) 0 ≤ x ≤ 2; á) 2 ≤ x ≤ 3; â) 0 ≤ x ≤ 3.

Ïúðâî ùå îïðåäåëèì çíàêà íà ôóíêöèÿòà â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà ïðîìåí-
ëèâàòà x.

Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà å ïàðàáîëà ñ íóëè x1 = −2 è x2 = 2. Âúðõúò íà

ïàðàáîëàòà å ïðè x =
x1 + x2

2
= 0, ñëåäîâàòåëíî å òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè (0, 4). Íà

Ôèã. 3.4 å ïðåäñòàâåíà òàçè ÷àñò îò ãðàôèêàòà íà y = 4− x2, êîÿòî íè èíòåðåñóâà.

a) Òúé êàòî â èíòåðâàëà [0, 2] ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = 4−x2 å íàä àáñöèñíàòà
îñ (Ôèã. 3.4), òî ñúãëàñíî ôîðìóëà (3.18)

S1 =

∫ 2

0

(4− x2) dx =

(
4x− x3

3

)∣∣∣∣2
0

= 8− 8

3
=

16

3
.
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Ôèãóðà 3.4: f(x) = 4− x2, x ∈ [0, 3]

Ôèãóðà 3.5: g(x) ≤ f(x), x ∈ [a, b]

á) Ïðè x ∈ [2, 3] ãðàôèêàòà íà äàäåíàòà ôóíêöèÿ å ïîä àáñöèñíàòà îñ (Ôèã. 3.4),
ñëåäîâàòåëíî ïðèëîæèìà å ôîðìóëà (3.19):

S2 = −
∫ 3

2

(4− x2) dx = −
(

4x− x3

3

)∣∣∣∣3
2

= −(12− 9) +

(
8− 8

3

)
=

7

3
.

â) Â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë [0, 3] ôóíêöèÿòà y = 4−x2 ñìåíÿ çíàêà ñè â òî÷êàòà
x = 2, êàòî y ≥ 0, x ∈ [0, 2] è y ≤ 0, x ∈ [2, 3].

Ñëåäîâàòåëíî

S =

∫ 2

0

(4− x2) dx−
∫ 3

2

(4− x2) dx = S1 + S2 =
16

3
+

7

3
=

23

3
.

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àé íà êðèâîëèíååí òðàïåö ñ äâå êðèâè ñòðàíè.
Íåêà f(x) è g(x) ôóíêöèè, êîèòî ñà íåïðåêúñíàòè â èíòåðâàëà [a, b] è îñâåí òîâà

g(x) ≤ f(x). Ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö

{(x, y) : a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ f(x)} ,
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Ôèãóðà 3.6: g(x) = x, f(x) = 2− x2

îãðàíè÷åí îòãîðå îò ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), îòäîëó îò ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà
g(x), êàêòî è îò âåðòèêàëíèòå ïðàâè x = a è x = b (Ôèã. 3.4), ñå ïðåñìÿòà ïî
ôîðìóëàòà

S =

∫ b

a

(f(x)− g(x)) dx. (3.20)

Ôîðìóëà (3.20) ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ïðèëàãàíå íà ôîðìóëèòå (3.18), (3.19) çà âñÿêà
îò ôóíêöèèòå f(x) è g(x).

Ïðèìåð 3.24 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò ãðàôèêèòå íà
ôóíêöèèòå y = 2− x2 è y = x.

Ùå íàìåðèì ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ãðàôèêèòå íà äâåòå ôóíêöèè (Ôèã. 3.6):∣∣∣∣∣∣
y = x

y = 2− x2,

òîãàâà x = 2− x2; x2 + x− 2 = 0, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå êîðåíè x1 = −2, x2 = 1.

Ñëåäîâàòåëíî ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ãðàôèêèòå íà äâåòå ôóíêöèè ñà (−2,−2) è
(1, 1).

Òîãàâà ïðèëàãàìå (3.20), êàòî â ñëó÷àÿ f(x) = 2− x2, à g(x) = x:∫ 1

−2

(2− x2 − x) dx =

(
2x− x3

3
− x2

2

)∣∣∣∣1
−2

= 2− 1

3
− 1

2
−
(
−4 +

8

3
− 2

)
=

9

2
= 4.5.

Ïðèìåð 3.25 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò îðäèíàòíàòà îñ
(Oy : x = 0) è ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå y = e2x − 3 è y = ex − 1.

Ïúðâî ùå íàìåðèì ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ãðàôèêèòå íà äâåòå ôóíêöèè (àêî èìà
òàêèâà). Çà òàçè öåë òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà:∣∣∣∣ y = e2x − 3

y = ex − 1

77



0.5

-2

-1

1

2

Ôèãóðà 3.7: g(x) = e2x − 3, f(x) = ex − 1

Îòòóê ñëåäâà, ÷å y = e2x − 3 = ex − 1, ò.å. e2x − ex − 2 = 0.
Çà äà ðåøèì òîâà óðàâíåíèå, ïîëàãàìå ex = u > 0 (åêñïîíåíòàòà èìà ñàìî

ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè!) è ïîëó÷àâàìå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå u2−u−2 = 0. Òî èìà
êîðåíè u1 = −1, u2 = 2. Ïîëîæèòåëåí å ñàìî âòîðèÿò êîðåí è îò íåãî ïîëó÷àâàìå
ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò çà x:

ex = 2 ⇒ x = ln 2.

Ñëåäîâàòåëíî ãðàôèêèòå íà äâåòå ôóíêöèè èìàò åäíà ïðåñå÷íà òî÷êà ñ àáñöèñà
x = ln 2, à íåéíàòà îðäèíàòà ïîëó÷àâàìå, êàòî çàìåñòèì â êîÿ äà å îò äâåòå ôóíêöèè:

y = eln 2 − 1 = 2− 1 = 1.

Ãðàôèêèòå íà äâåòå ôóíêöèè ñà äàäåíè íà Ôèã. 3.7. Ëèöåòî íà ôèãóðàòà, êîÿòî
ãðàôèêèòå íà äâåòå ôóíêöèè è îðäèíàòíàòà îñ çàãðàæäàò, íàìèðàìå ïî ôîðìóëà
(3.20), êàòî ñúîòâåòíî f(x) = ex − 1, g(x) = e2x − 3. Èíòåãðèðàìå â ãðàíèöè îò a = 0
äî b = ln 2:

S =

∫ ln 2

0

(
ex − 1− (e2x − 3)

)
dx =

∫ ln 2

0

(
ex − e2x + 2

)
dx =

(
ex − 1

2
e2x + 2x

)∣∣∣∣ln 2

0

= eln 2︸︷︷︸
2

−1

2
e2 ln 2︸︷︷︸

4

+ 2 ln 2︸ ︷︷ ︸
ln 4

−

(
e0︸︷︷︸
1

−1

2
e0︸︷︷︸
1

+0

)
= 2− 2 + ln 4− 1

2
= ln 4− 1

2
.

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå: Íàìåðåòå ëèöàòà íà ðàâíèííèòå ôèãóðè, çàãðàäåíè îò:

3.5.

∣∣∣∣ y = x2

y =
√
x

Îòã.
1

3

3.6.

∣∣∣∣∣∣
y = lnx
y = 0
x = e

Îòã. 1
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3.7.

∣∣∣∣ y = x2

y = 2− x2 Îòã.
8

3

3.8.

∣∣∣∣ y = x2 + 4x
y = x+ 4

Îòã. 20
5

6

3.8.2. Äúëæèíà íà äúãà îò ðàâíèííà êðèâà â Äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà

Íåêà f(x) å ôóíêöèÿ, êîÿòî å äåôèíèðàíà è ãëàäêà (ò.å. ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòà
ïðîèçâîäíà!) ïîíå â èíòåðâàëà [a, b]. Îçíà÷àâàìå ñ γ ÷àñòòà îò ãðàôèêàòà íà y = f(x),
êîãàòî a ≤ x ≤ b.

Òåîðåìà 3.7 Íåêà γ å ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ f(x) â èíòåðâàëà [a, b] è f(x) ïðèòåæàâà
íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà â [a, b].

Òîãàâà γ èìà äúëæèíà, êîÿòî ñå îïðåäåëÿ ïî ôîðìóëàòà

l(γ) =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx (3.21)

Ïðèìåð 3.26 Äà ñå ïðåñìåòíå äúëæèíàòà íà ÷àñòòà îò ãðàôèêàòà íà y =
2

3

√
x3

ïðè x ∈ [0, 1].

Ïúðâî ïðåñìÿòàìå, ÷å

y′ =

(
2

3

√
x3

)′
=

2

3

3

2
x

1
2 =
√
x,

êàòî ïðè äèôåðåíöèðàíå èçïîëçâàõìå òàáëè÷íàòà ïðîèçâîäíà (xn)′ = nxn−1 ïðè

n =
3

2
.

Òîãàâà
√

1 + y′2 =
√

1 + x. Ïðèëàãàìå ôîðìóëà (3.21):

l =

∫ 1

0

√
1 + y′2 dx =

∫ 1

0

√
1 + x dx =

∫ 1

0

√
1 + x d(1 + x)

=
2

3
(1 + x)

3
2

∣∣∣∣1
0

=
2

3

(
2

3
2 − 1

)
=

2(2
√

2− 1)

3
,

êàòî òóê èçïîëçâàõìå òàáëè÷íèÿ èíòåãðàë

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C ïðè n =

1

2
.
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Ãëàâà 4

Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè

óðàâíåíèÿ. Íÿêîè îñíîâíè âèäîâå

îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè

óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä

4.1 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ � îñíîâíè

ïîíÿòèÿ è äåôèíèöèè

Ðàâåíñòâî îò âèäà
F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (4.1)

ñâúðçâàùî íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà x, íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ y = y(x) è íåéíèòå
ïðîèçâîäíè y′, y′′, . . . , y(n), ñå íàðè÷à äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Äà îòáåëåæèì,
÷å íàëè÷èåòî íà ïîíå åäíà (íÿêîÿ, îò íÿêàêúâ ðåä) ïðîèçâîäíà â (4.1) å çàäúëæèòåëíî.

Àêî äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (ÄÓ) (4.1) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

y(n) = f(x, y′, . . . , y(n−1)), (4.2)

ò.å. àêî ïðîèçâîäíàòà îò íàé-âèñîê ðåä â (4.1) ìîæå äà ñå èçðàçè â ÿâåí âèä ïîñðåäñòâîì
âñè÷êî îñòàíàëî, òî êàçâàìå, ÷å óðàâíåíèåòî å ðåøåíî îòíîñíî ñòàðøàòà ïðîèç-
âîäíà. Çàïèñúò (4.2) å íîðìàëåí âèä íà ÄÓ (4.1).

Óðàâíåíèåòî (4.1) èëè (4.2) ñå íàðè÷à îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
îò n-òè ðåä, òúé êàòî ñúäúðæà ñàìî îáèêíîâåíè (à íå ÷àñòíè!) ïðîèçâîäíè íà
íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ y. Ïðèëàãàòåëíîòî îáèêíîâåíî îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà y =
y(x) çàâèñè ñàìî îò åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà è îòòóê íàòàòúê ùå ãî ïðîïóñêàìå,
çàùîòî ùå ñå çàíèìàâàìå ñàìî ñ òàêèâà ÄÓ.

Íàé-âèñîêèÿò ðåä íà ïðîèçâîäíèòå, êîèòî ñå ñðåùàò â åäíî ÄÓ, ñå íàðè÷à ðåä
íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå. Íàïðèìåð (4.1) è (4.2) ñà îò n−òè ðåä, çàùîòî
ñúäúðæàò y(n).
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Óðàâíåíèåòî y′+ 2y2 = x å îò ïúðâè ðåä, à óðàâíåíèåòî y′′− y′+ x = 0 å îò âòîðè
ðåä è ò.í.

Ðåøåíèå (èëè èíòåãðàë) íà ÄÓ (4.1) ñå íàðè÷à âñÿêà ôóíêöèÿ y = ϕ(x), êîÿòî
ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíè äî n−òè ðåä âêëþ÷èòåëíî è, çàìåñòåíà â (4.1), ãî ïðåâðúùà
â òúæäåñòâî.

Ðàçëè÷àâàìå òðè òèïà ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå:

à)Îáùî ðåøåíèå � òî çàâèñè îò òîëêîâà íà áðîé ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè, êîëêîòî
å ðåäúò íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå:

y = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn).

Òàêà íàïðèìåð, îò åäíî îò íàé-ïðîñòèòå ïî âèä ÄÓ y′ = cosx ñëåäâà

y =

∫
cosx dx = sinx+ C1,

äîêàòî çà óðàâíåíèåòî y′′ = 0 ïîëó÷àâàìå (y′)′ = 0, îòêúäåòî y′ = C1 è òîãàâà

y =

∫
C1 dx = C1x+ C2.

á) ×àñòíî ðåøåíèå å òàêîâà ðåøåíèå íà ÄÓ, êîåòî ñå ïîëó÷àâà îò íåãîâîòî
îáùî ðåøåíèå çà íÿêîè (êîíêðåòíè) ñòîéíîñòè íà êîíñòàíòèòå. Ñëåäîâàòåëíî, çà äà
ïîëó÷èì ÷àñòíî ðåøåíèå íà íÿêîå ÄÓ, òðÿáâà äà ðàçïîëàãàìå ñ òîëêîâà íà áðîé
óñëîâèÿ, êîëêîòî å ðåäúò íà óðàâíåíèåòî, çà äà îïðåäåëèì êîíêðåòíèòå ñòîéíîñòè íà
êîíñòàíòèòå, ôèãóðèðàùè â îáùîòî ðåøåíèå.

Êîãàòî ñà çàäàäåíè òàêèâà óñëîâèÿ è òå ñà â åäíà è ñúùà, ôèêñèðàíà òî÷êà â
ðàâíèíàòà, êàçâàìå, ÷å å äàäåíà çàäà÷à ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ, èëè çàäà÷à íà Êîøè.

â) Îñîáåíî ðåøåíèå, àêî ñúùåñòâóâà, å òàêîâà ðåøåíèå , êîåòî íå áè ìîãëî äà
ñå ïîëó÷è îò îáùîòî ðåøåíèå çà íèêîé èçáîð íà êîíñòàíòèòå.

Ïðèìåð 4.1 (y′)2 + y2 = 1
Îáùîòî ðåøåíèå (îáù èíòåãðàë) íà òîâà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä

å y2 = cos2(x+ C), ò.å. y = ± cos(x+ C).

Ïðè C =
π

2
, y = ± cos(x+

π

2
) = ∓ sinx å ÷àñòíî ðåøåíèå.

y = ±1 å îñîáåíî ðåøåíèå.

Äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ îñâåí ÷ðåç ñâîÿ ðåä ñå êëàñèôèöèðàò è ïî ñòåïåíòà
íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ è íà ó÷àñòâàùèòå íåéíè ïðîèçâîäíè.

Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå å ëèíåéíî, àêî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ y è íåéíèòå
ïðîèçâîäíè ôèãóðèðàò â óðàâíåíèåòî íà ïúðâà ñòåïåí. Íàïðèìåð

y′′′ + x2y′ + y = cosx

å ëèíåéíî ÄÓ îò òðåòè ðåä. (Çàáåëåæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà â äÿñíàòà ÷àñò è åäèí îò
êîåôèöèåíòèòå (x2) íå ñà ëèíåéíè ôóíêöèè; ëèíåéíî ó÷àñòâàò y, y′ è y′′′, êîåòî å
îïðåäåëÿùî.)
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Ôèãóðà 4.1: Ôàìèëèÿ îò êðèâè: çà äà ïîëó÷èì ÷àñòíî ðåøåíèå è äà îïðåäåëèì
òúðñåíàòà èíòåãðàëíà êðèâà, íàëàãàìå óñëîâèå y(x0) = y0, êúäåòî y0 å äàäåíî ÷èñëî.

Ëèíåéíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ èìàò øèðîêî ïðèëîæåíèå â èíæåíåðíàòà
ïðàêòèêà è ñà íàé-äîáðå èçó÷åíè.

Êîãàòî äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå íå ìîæå äà áúäå ïðè÷èñëåíî êúì ëèíåéíè
ÄÓ, òî å íåëèíåéíî. Íåëèíåéíè ñà íàïðèìåð ñëåäíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:

yy′′ − y′′′ = 0, (íåëèíåéíî ÄÓ îò òðåòè ðåä)

y(n) + xy2 = ex, (íåëèíåéíî ÄÓ îò n−òè ðåä)

y′ + tan y = x. (íåëèíåéíî ÄÓ îò ïúðâè ðåä)

4.2 Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä

Äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä ñà íàé-øèðîêî ïðèëàãàíè â ïðàêòèêàòà
çà èçó÷àâàíå íà åñòåñòâåíè ïðîöåñè è èíæåíåðíè ïðîáëåìè.

Îáùèÿò âèä íà ÄÓ îò ïúðâè ðåä å

F (x, y, y′) = 0. (4.3)

Àêî óðàâíåíèå (4.3) å ðåøåíî îòíîñíî ïðîèçâîäíàòà, òî ñúîòâåòíèÿò ìó íîðìàëåí
âèä å

y′ = f(x, y). (4.4)

Îáùîòî ðåøåíèå íà (4.3) (èëè íà (4.4)) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ y = ϕ(x,C),
êîÿòî, çàìåñòåíà â (4.3) (èëè â (4.4)), ãî ïðåâðúùà â òúæäåñòâî è C å ïðîèçâîëíà
êîíñòàíòà. Òîâà ðåøåíèå å ìíîæåñòâî (ôàìèëèÿ) îò êðèâè (èíòåãðàëíè êðèâè) â
ðàâíèíàòà (Ôèã. 4.1).

Âàæíî å äà ïîä÷åðòàåì, ÷å ïðè ðåøàâàíå íà åäíî ÄÓ îò ïúðâè ðåä å ïî÷òè

çàäúëæèòåëíî âìåñòî y′ äà çàïèñâàìå íåãîâàòà äèôåðåíöèàëíà ôîðìà. ò.å. y′ =
dy

dx
(Ãàóñ, 1777 - 1855), êîåòî íè ïîçâîëÿâà åâåíòóàëíî â äàäåí ìîìåíò ïîðàäè öåëåñúîá-
ðàçíîñò äà ðàçìåíÿìå ðîëèòå íà x è y.
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Êàòî çàìåñòèì y′ =
dy

dx
, îò (4.4) ìîæåì äà ïîëó÷èì ïðåäñòàâÿíåòî

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (4.5)

êúäåòî P è Q ñà ôóíêöèè íà x è y.

Çàáåëåæêà 4.1 Â îáùîòî ðåøåíèå êîíñòàíòàòà C ïîåìà âñè÷êè ïîçâîëåíè äåéñòâèÿ
ñ ÷èñëàòà. Òàêà íàïðèìåð èìàìå âúçìîæíîñò äà äîáàâÿìå ÷èñëà, äà óìíîæàâàìå
è äåëèì ñ ÷èñëî (ðàçëè÷íî îò íóëà), äà ñòåïåíóâàìå, ëîãàðèòìóâàìå è ò.í., êàêòî
è äà îçíà÷àâàìå ñ äðóãà áóêâà. Òåçè ìàíèïóëàöèè, ðàçáèðà ñå, íå ïðîìåíÿò îáùîòî
ðåøåíèå, à ñàìî íåãîâàòà ôîðìà (çàïèñ). Âñè÷êî êàçàíî äîòóê äàâà âúçìîæíîñò
íà ïîòðåáèòåëÿ íà åäèí è ñúù äèôåðåíöèàëåí ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë äà ïðåäñòàâè
êðàéíîòî ðåøåíèå â óäîáåí çà íåãî âèä.

Îò òóê íàòàòúê â ïðèìåðèòå êîíñòàíòàòà ùå çàøèñâàìå ñëåä èçâúðøâàíå íà
äåéñòâèåòî èíòåãðèðàíå.

Ïðèìåð 4.2: Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå x + yy′ = 0 äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà
(4.5). Äà ñå íàìåðè îíàçè êðèâà îò îáùîòî ðåøåíèå, êîÿòî ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà (5, 12).

Îò èçõîäíèÿ âèä íà óðàâíåíèåòî, ïðåäâèä y′ =
dy

dx
ïîëó÷àâàìå

x+ y
dy

dx
= 0,

èëè
xdx+ ydy = 0.

Òàêà äîñòèãàìå äî äèôåðåíöèàëà:

1

2
d(x2 + y2) = 0,

ñëåäîâàòåëíî
x2 + y2 = C.

È òàêà, èíòåãðàëíèòå êðèâè ñà ôàìèëèÿ êîíöåíòðè÷íè îêðúæíîñòè ñ ðàäèóñ R =√
C:

x2 + y2 = R2.

Òúðñåíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå ùå ïîëó÷èì, êàòî â ãîðíîòî óðàâíåíèå çàìåñòèì ñúñ
çàäàäåíàòà òî÷êà (5, 12):

52 + 122 = R2 ⇒ 169 = R2 ⇒ R = 13.

Òúðñåíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå òîãàâà å x2 + y2 = 169.

Íàìèðàíåòî íà îáùî è ÷àñòíî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñå íàðè÷à
ïðàâà çàäà÷à. Â ïðàêòèêàòà âàæíà å è ò. íàð. îáðàòíà çàäà÷à. Ïðè îáðàòíàòà çàäà÷à,
àêî å äàäåíà ôàìèëèÿ êðèâè â ðàâíèíàòà, òðÿáâà äà ñå íàìåðè êîå å äèôåðåíöèàëíîòî
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Ôèãóðà 4.2: Ôàìèëèÿ îò ïàðàáîëè

Ôèãóðà 4.3: Ôàìèëèÿ îò îêðúæíîñòè

óðàâíåíèå, êîåòî ÿ å ïîðîäèëî. Òàçè çàäà÷à ñå ðåøàâà ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå è åëèìèíè-
ðàíå íà ïðîèçâîëíàòà êîíñòàíòà (ïàðàìåòúð íà ôàìèëèÿòà êðèâè).

Ïðèìåð 4.3: Äà ñå ðåøè îáðàòíàòà çàäà÷à çà ôàìèëèÿòà ïàðàáîëè y2 = 2px
(Ôèã. 4.2).

Äèôåðåíöèðàìå y2 = 2px (îòíîñíî x, åñòåñòâåíî!):

2yy′ = 2p îòêúäåòî p = yy′.

Òîãàâà, êàòî çàìåñòèì p â óðàâíåíèåòî, äàäåíî ïî óñëîâèå, ïîëó÷àâàìå

y2 = 2yy′x,

ñëåäîâàòåëíî

y′ =
y

2x
.

Ïðèìåð 4.4: Äà ñå ðåøè îáðàòíàòà çàäà÷à çà ñëåäíàòà ôàìèëèÿ îêðúæíîñòè
(Ôèã. 4.3):

x2 + y2 + Cx = 0.

Äèôåðåíöèðàìå x2 + y2 + Cx = 0:

2yy′ + 2x+ C = 0 îòêúäåòî C = −2yy′ − 2x.

Òîãàâà, êàòî çàìåñòèì C â óðàâíåíèåòî íà ôàìèëèÿòà îêðúæíîñòè, ïîëó÷àâàìå

y2 − x2 = 2xyy′,
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îòêúäåòî

y′ =
y

2x
− x

2y
.

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå: Íàìåðåòå äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, ïîðîäèëè ñëåäíèòå
ôàìèëèè êðèâè:

4.1. Ôàìèëèÿòà îò ïàðàáîëè: y = Cx2 Îòã. xy′ = 2y

4.2. Ñíîïúò îò ïðàâè ïðåç òî÷êà (0, 0): y = kx Îòã. y′ =
y

x

4.3. Ôàìèëèÿòà îò ðàâíîðàìåííè õèïåðáîëè: y =
C

x
Îòã. y′ = −y

x

4.4. Ñíîïúò îò åêñïîíåíöèàëíè êðèâè ïðåç òî÷êà (0, 1): y = eαx Îòã.
xy′ = y ln y

Â ñëåäâàùèòå ðàçäåëè ùå ñå ñïðåì íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (ÄÓ) îò ïúðâè
ðåä, êîèòî ñà ðåøåíè îòíîñíî ïðîèçâîäíàòà, ò. å. íîðìàëíèÿò èì âèä å (4.4), èëè ñà
çàïèñàíè ñ òÿõíîòî åêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâÿíå â äèôåðåíöèàëíà ôîðìà (4.5).

4.3 Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

Àêî â (4.4) ôóíêöèÿòà f(x, y) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ïðîèçâåäåíèå îò ôóíêöèè,
çàâèñåùè ñàìî îò åäíà ïðîìåíëèâà:

f(x, y) = f1(x)f2(y),

òî óðàâíåíèåòî å ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè:

y′ = f1(x)f2(y). (4.6)

Îò (4.6) ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå:

dy

dx
= f1(x)f2(y) ⇔ dy = f1(x)f2(y)dx ⇔ dy

f2(y)
= f1(x)dx, f2(y) 6= 0,

îòêúäåòî ñëåä èíòåãðèðàíå ñå ñòèãà äî îáùîòî ðåøåíèå.
Äà îòáåëåæèì, ÷å îáùîòî ðåøåíèå ñå ïîëó÷àâà ïðè f2(y) 6= 0, à îò ðàâåíñòâîòî

f2(y) = 0 (àêî òîâà ðàâåíñòâî å âúçìîæíî çà íÿêîå y) åâåíòóàëíî áèõà ìîãëè äà ñå
ïîëó÷àò îñîáåíè ðåøåíèÿ.

Ñúîòâåòíî, àêî â ïðåäñòàâÿíåòî (4.5) ôóíêöèèòå P (x, y) è Q(x, y) çàâèñÿò ñàìî îò
åäíà ïðîìåíëèâà:

P (x)dx+Q(y)dy = 0, (4.7)
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èëè ñà ïðîèçâåäåíèå îò ôóíêöèè, çàâèñåùè ñàìî îò åäíà ïðîìåíëèâà:

P1(x)P2(y)dx+Q1(x)Q2(y)dy = 0,

ò.å. ïðè P2(y) 6= 0, Q1(x) 6= 0

P1(x)

Q1(x)
dx+

Q2(y)

P2(y)
dy = 0, (4.8)

òî ÄÓ ñúùî å ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.
Óðàâíåíèåòî (4.7) (èëè (4.8)) îòíîâî ñå ðåøàâà ïîñðåäñòâîì èíòåãðèðàíå.
Äà îòáåëåæèì ñúùî, ÷å ïðè P2(y) = 0 (ñòèãà äà å âúçìîæíî) áèõà ìîãëè äà ñå

ïîëó÷àò åäíî èëè íÿêîëêî îñîáåíè ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 4.5: Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

y′ = 3x2y

è îíîâà ÷àñòíî ðåøåíèå, çà êîåòî å èçïúëíåíî íà÷àëíîòî óñëîâèå y(0) = 2.

È òàêà, ðàçäåëÿìå èçõîäíîòî óðàâíåíèå íà y ïðè y 6= 0:

dy

y
= 3x2dx.

Èíòåãðèðàìå ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå:∫
dy

y
= 3

∫
x2dx

è çàïèñâàìå çà óäîáñòâî ïðîèçâîëíàòà êîíñòàíòà îò èíòåãðèðàíå êàòî ln |C|, C 6= 0:

ln |y| = x3 + ln |C|,

ò.å.
ln | y

C
| = x3.

Àíòèëîãàðèòìóâàìå è ïîëó÷àâàìå | y
C
| = ex

3

, ò.å.
y

C
= ±ex3

.

Íî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà (ïðîèçâîëíà è ïî ñòîéíîñò, è ïî çíàê), ñëåäîâàòåëíî
ìîæåì äà ïðîïóñíåì çíàêà ± , òàêà ÷å

y = Cex
3

,

êîåòî å îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî ÄÓ.
Çà äà íàìåðèì ÷àñòíîòî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿâàùî íà÷àëíîòî óñëîâèå y(0) = 2,

çàìåñòâàìå â îáùîòî ðåøåíèå y ñ 2, à x ñ 0: 2 = Ce0 = C.
Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå (ïðè C = 2) å y = 2ex

3
.

Äà ïîä÷åðòàåì, ÷å îáùîòî ðåøåíèå (à îòòàì è âñè÷êè ÷àñòíè ðåøåíèÿ) ñå ïîëó÷àâà,
êîãàòî y 6= 0. Êîãàòî y = 0, íåïîñðåäñòâåíàòà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å òîâà å îñîáåíî
ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.
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Ïðèìåð 4.6:Ùå ðåøèì óðàâíåíèå, äàäåíî â äèôåðåíöèàëåí çàïèñ îò âèäà (4.5):

(xy2 − x)dx− (x2 + 1)ydy = 0.

Óðàâíåíèåòî åêâèâàëåíòíî íà

x(y2 − 1) dx− (x2 + 1)y dy = 0.

Ðàçäåëÿìå ïðîìåíëèâèòå:

x

x2 + 1
dx− y

y2 − 1
dy = 0, y2 − 1 6= 0.

Èíòåãðèðàìå ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå:∫
x dx

x2 + 1
−
∫

y dy

y2 − 1
= 0,

îòêúäåòî, ñëåä âíàñÿíå ñúîòâåòíî íà x è y ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà, ñòèãàìå äî

1

2

∫
dx2

x2 + 1
− 1

2

∫
dy2

y2 − 1
= 0;

∫
d(x2 + 1)

x2 + 1
−
∫
d(y2 − 1)

y2 − 1
= 0;

ln(x2 + 1)− ln
∣∣y2 − 1

∣∣+ ln |C| = 0,

êàòî ïðîèçâîëíàòà êîíñòàíòà îò èíòåãðèðàíåòî çà óäîáñòâî ñìå çàïèñàëè íå êàòî C,
à êàòî ln |C|.

Ïðåîáðàçóâàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî âúç îñíîâà íà ñâîéñòâàòà íà ëîãàðèòìè÷-

íàòà ôóíêöèÿ (ln a+ ln b = ln ab; ln a− ln b = ln
a

b
):

ln

∣∣∣∣C(x2 + 1)

y2 − 1

∣∣∣∣ = 0

ò.å. ñëåä àíòèëîãàðèòìóâàíå ïîëó÷àâàìå îáùèÿ èíòåãðàë íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå: ∣∣∣∣C(x2 + 1)

y2 − 1

∣∣∣∣ = 1, ñëåäîâàòåëíî
C(x2 + 1)

y2 − 1
= 1,

4.4 Õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè

ðåä

Äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âèäà

y′ = f(
y

x
) (4.9)
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ñå íàðè÷à õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä. Ðåøàâà ñå, êàòî
ñå ñâåæäà êúì äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.

Ïî-êîíêðåòíî, âúâåæäàìå íîâà ôóíêöèÿ z(x) =
y(x)

x
, ò.å. y = xz, îòêúäåòî ñëåä

äèôåðåíöèðàíå ñå ïîëó÷àâà, ÷å y′ = z + xz′.

Òîãàâà, êàòî çàìåñòèì â (4.9), ïîëó÷àâàìå:

z + xz′ = f(z), èëè x
dz

dx
= f(z)− z.

Ïîñëåäíîòî å ÄÓ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, çàùîòî

dz

f(z)− z
=
dx

x
, îòêúäåòî

∫
dz

f(z)− z
= lnx+ lnC = lnCx.

Ñëåä èíòåãðèðàíåòî å íåîáõîäèìî äà ñå âúðíåì êúì ôóíêöèÿ y, êàòî çàìåñòèì

z(x) =
y(x)

x
.

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ôóíêöèÿòà íà äâå ïðîìåíëèâè P (x, y) å õîìîãåííà îò ñòåïåí
k, àêî ïðè çàìåñòâàíå íà x ñ mx è íà y ñ my (m = const) ñå ïîëó÷àâà

P (mx,my) = mkP (x, y).

Íàïðèìåð ôóíêöèÿòà x2 + xy + y2 å õîìîãåííà îò ñòåïåí 2; ôóêöèÿòà
√
x2 + y2 å

õîìîãåííà îò ñòåïåí 1; ôóíêöèÿòà
x+ y

x− y
å õîìîãåííà îò ñòåïåí 0.

Âñÿêî ÄÓ îò ïúðâè ðåä, çàïèñàíî âúâ âèäà (4.4), å õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä, àêî ôóíêöèÿòà f(x, y) e õîìîãåíía îò ñòåïåí 0.

Âñÿêî ÄÓ îò ïúðâè ðåä, çàïèñàíî âúâ âèäà (4.5), å õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä, àêî ôóíêöèèòå P (x, y) è Q(x, y) ñà õîìîãåííè îò åäíà è
ñúùà ñòåïåí.

Ïðèìåð 4.7: Ùå ðåøèì õîìîãåííîòî ÄÓ îò ïúðâè ðåä

y′ =
y

x
− x

y
.

Ïîëàãàìå z =
y

x
, îòêúäåòî y = xz, à ñëåä äèôåðåíöèðàíå ñå ïîëó÷àâà y′ = z+xz′.

Çàìåñòâàìå â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå y′ è
y

x
:

z + xz′ = z − 1

z
;

xz′ = −1

z
, ò.å. xdz +

dx

z
= 0,

êîåòî å ÄÓ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.
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Ðåøàâàìå òîâà óðàâíåíèå:

zdz +
dx

x
= 0,

îòêúäåòî, êàòî èíòåãðèðàìå, ïîëó÷àâàìå

z2

2
+ ln |x|+ ln |C| = 0, ò.å. z2 = −2 ln |Cx|.

Îòòóê, êàòî çàìåñòèì z =
y

x
, ñòèãàìå äî îáùèÿ èíòåãðàë íà äàäåíîòî ÄÓ

y2 = −2x2 ln |Cx|.

Ïðèìåð 4.8: y′ =
x2 + y2

2xy

Ôóíêöèèòå x2 + y2 è 2xy ñà õîìîãåííè îò åäíà è ñúùà ñòåïåí 2, ñëåäîâàòåëíî
òÿõíîòî ÷àñòíî å õîìîãåííà ôóíêöèÿ îò ñòåïåí 0, òàêà ÷å äàäåíîòî ÄÓ îò ïúðâè ðåä
å õîìîãåííî.

Ïðàâèì ñìÿíà y = xz (îòêúäåòî y′ = z + xz′) è çàìåñòâàìå â óðàâíåíèåòî:

z + xz′ =
x2 + x2z2

2x2z
;

z + xz′ =
x2(1 + z2)

2x2z
=

1 + z2

2z
;

xz′ =
1 + z2

2z
− z =

1− z2

2z
;

ò.å. ñòèãàìå äî

z′ =
1

x

1− z2

2z
,

êîåòî å ÄÓ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.
Çà íåãî ïîëó÷àâàìå:

dz

dx
=

1

x

1− z2

2z
⇔ dz =

1

x

1− z2

2z
dx;

2z dz

1− z2
=
dx

x
, z 6= ±1;

dz2

1− z2
=
dx

x
; −d(1− z2)

1− z2
=
dx

x
.

Èíòåãðèðàìå ïîëó÷åíîòî ðàâåíñòâî:∫
d(1− z2)

1− z2
+

∫
dx

x
= 0;

ln |1− z2|+ ln |x|+ ln |C| = 0,

ò.å.
ln
∣∣Cx(1− z2)

∣∣ = 0,
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îòêúäåòî, ñëåä àíòèëîãàðèòìóâàíå,∣∣Cx(1− z2)
∣∣ = 1, ò.å. Cx(1− z2) = 1.

Îñòàâà â ïîëó÷åíîòî äà çàìåñòèì z =
y

x
:

Cx

(
1− y2

x2

)
= 1 ò.å.

Cx(x2 − y2)

x2
= 1,

ñëåäîâàòåëíî
C(x2 − y2)

x
= 1.

4.5 Ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä

Îáùèÿò âèä íà ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä å

y′ + A(x)y = B(x), (4.10)

êúäåòî A(x) å ôóíêöèÿ-êîåôèöèåíò, à B(x) å äÿñíà ÷àñò íà óðàâíåíèåòî.

Àêî B(x) ≡ 0, òî (4.10) ñå íàðè÷à ëèíåéíî õîìîãåííî ÄÓ îò ïúðâè ðåä, à â
ïðîòèâåí ñëó÷àé òî å íåõîìîãåííî.

Î÷åâèäíî õîìîãåííîòî ÄÓ
y′ + A(x)y = 0

ñïàäà êúì äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè:

dy

y
= −A(x)dx

è ñëåä èíòåãðèðàíå ùå ïîëó÷èì íåãîâîòî îáùî ðåøåíèå:

y(x) = Ce−
∫
A(x) dx. (4.11)

Îáùîòî ðåøåíèå íà (4.10) ùå íàìåðèì âúç îñíîâà íà îáùîòî ðåøåíèå íà (4.11),
êàòî ïðèëîæèì ìåòîäà íà âàðèðàíå íà êîíñòàíòàòà C. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â (4.11)
ùå çàìåíèì C ñ ôóíêöèÿ (çàñåãà íåèçâåñòíà) U(x). Òàçè ãåíèàëíà èäåÿ ïðèíàäëåæè
íà Ëàãðàíæ (1736 - 1813).

È òàêà, òúðñèì ðåøåíèå íà (4.10) âúâ âèäà

y(x) = U(x)e−
∫
A(x) dx.

Òîãàâà

y′(x) = U ′(x)e−
∫
A(x) dx + U(x)

(
e−

∫
A(x) dx

)′
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= U ′(x)e−
∫
A(x) dx + U(x)e−

∫
A(x) dx(−A(x)).

Äà çàìåñòèì y′(x) è y(x) â óðàâíåíèåòî (4.10):

U ′(x)e−
∫
A(x) dx − A(x)U(x)e−

∫
A(x) dx + A(x)U(x)e−

∫
A(x) dx = B(x).

Îòòóê çà U ′(x) èìàìå:
U ′(x) = B(x)e

∫
A(x) dx.

Çà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ U(x) îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå:

U(x) =

∫
B(x)e

∫
A(x) dx dx+ C,

êúäåòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà.
Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíîòî íåõîìîãåííî ÄÓ (4.10) å:

y(x) = e−
∫
A(x) dx

(
C +

∫
B(x)e

∫
A(x) dx dx

)
. (4.12)

Òàêà ðåøàâàíåòî íà òîçè òèï óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä ñòàâà ÷ðåç äèðåêòíî çàìåñò-
âàíå âúâ ôîðìóëàòà (4.12) íà ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ-êîåôèöèåíò A(x) è íà äÿñíàòà
÷àñò B(x).

Íåêà äà îòáåëåæèì åäíà âàæíà èç÷èñëèòåëíà îñîáåíîñò ïðè ïðîèçâîëíî k =
const. Ïðèåìàìå, ÷å x > 0, òúé êàòî ïðè ðåàëíèòå çàäà÷è îò ïðàêòèêàòà, êîèòî ñå
îïèñâàò ñ ëèíåéíè ÄÓ îò ïúðâè ðåä ïðîìåíëèâàòà ïðèåìà íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè.
Òîãàâà:

ek
∫
dx
x = ek lnx = elnxk = xk.

Ïðèìåð 4.9: Êàòî èçïîëçâàìå ïîñëåäíèòå ïîÿñíåíèÿ, ëåñíî ùå ðåøèì ñëåäíîòî
ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä:

xy′ + y = x3.

Ïúðâî äà ãî ïðèâåäåì âúâ âèäà (4.10) (ò.å. êîåôèöèåíòúò ïðåä y′ äà ñòàíå 1), êàòî
çà öåëòà ðàçäåëèì óðàâíåíèåòî íà x:

y′ +
1

x
y = x2.

Òîãàâà ïðèëàãàìå ôîðìóëà (4.12) ïðè A(x) =
1

x
è B(x) = x2:

y(x) = e−
∫
dx
x

(
C +

∫
x2e

∫
dx
x dx

)
=

1

x

(
C +

∫
x2 x dx

)

=
1

x

(
C +

x4

4

)
=
C

x
+
x3

4
.
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Ïðèìåð 4.10: Äà ñå íàìåðè òîâà ÷àñòíî ðåøåíèå íà ëèíåéíîòî ÄÓ

y′ +
y

x
=

sinx

x
,

êîåòî óäîâëåòâîðÿâà íà÷àëíîòî óñëîâèå y(
π

2
) = 0.

Çà äà íàìåðèì êîå äà å ÷àñòíî ðåøåíèå, ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå
íà òîâà ÄÓ, ñëåä êîåòî äà ïðèëîæèì äàäåíîòî íà÷àëíî óñëîâèå.

Çà òàçè öåë, ïðèëàãàìå ôîðìóëà (4.12), êàòî â ñëó÷àÿ A(x) =
1

x
è B(x) =

sinx

x
:

y = e−
∫
dx
x

(
C +

∫
sinx

x
e
∫
dx
x dx

)
.

Ïúðâî ïðåñìÿòàìå, ÷å

e−
∫
dx
x = x−1 =

1

x
, e

∫
dx
x = x.

Ïðè èíòåãðèðàíåòî ïî-ãîðå íå âêëþ÷èõìå ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà, çàùîòî òàêàâà
âå÷å å ïðåäâèäåíà âúâ ôîðìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíî ÄÓ îò ïúðâè ðåä.

Çàìåñòâàìå â èçðàçà íà îáùîòî ðåøåíèå:

y =
1

x

(
C +

∫
sinx

x
x dx

)
=

1

x

(
C

∫
sinx dx

)
=

1

x
(C − cosx).

È òàêà, îò îáùîòî ðåøåíèå y =
1

x
(C − cosx) ñåãà ùå ïîëó÷èì òîâà ÷àñòíî ðåøåíèå,

êîåòî óäîâëåòâîðÿâà íà÷àëíîòî óñëîâèå y(
π

2
) = 0:

0 =
C − cos π

2
π
2

, îòêúäåòî C = 0.

Òúðñåíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå òîãàâà (ïðè C = 0) å:

y = −cosx

x
.

4.6 Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ íà Áåðíóëè

Äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ íà Áåðíóëè (1700 - 1782) ñà óðàâíåíèÿ, ïðèâîäèìè
êúì ëèíåéíè. Òå èìàò âèäà

y′ + A(x)y = B(x)ym, m 6= 0; 1. (4.13)
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Àêî m = 0, òî óðàâíåíèå (4.13) å ëèíåéíî ÄÓ îò ïúðâè ðåä; àêî m = 1, òî
óðàâíåíèåòî å ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, à ñúùî ñïàäà è êúì ëèíåéíè õîìîãåííè
ÄÓ îò ïúðâè ðåä. Ñëåäîâàòåëíî, èíòåðåñ çà íàñ áè òðÿáâàëî äà ïðåäñòàâëÿâàò, à è
èìà ñìèñúë äà áúäàò ðàçãëåäàíè ñëó÷àèòå, ïðè êîèòî m 6= 0; 1.

Çà äà ñâåäåì óðàâíåíèå (4.13) êúì ëèíåéíî ÄÓ, íåêà äà ðàçäåëèì íà ym:

y′

ym
+ A(x)y1−m = B(x).

Ïîëàãàìå y1−m = z(x) � íîâà ôóíêöèÿ.
Òîãàâà

z′ = (1−m)y−my′, îòêúäåòî ñëåäâà è
y′

ym
=

1

1−m
z′

è ñëåä çàìåñòâàíå ïîëó÷àâàìå ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (íàïîìíÿìå, ÷å
m 6= 1):

1

1−m
z′ + A(x)z = B(x), èëè z′ + (1−m)A(x)z = (1−m)B(x).

Òîâà óðàâíåíèå ñå ðåøàâà ïî ôîðìóëà (4.12), ñëåä êîåòî òðÿáâà äà ñå âúðíåì êúì
ïúðâîíà÷àëíàòà ôóíêöèÿ y, êàòî çàìåñòèì z ñ y1−m.

Ïðèìåð 4.11: Äà ñå íàìåðè òîâà ÷àñòíî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå
íà Áåðíóëè

y′ − xy = xy2,

êîåòî óäîâëåòâîðÿâà íà÷àëíîòî óñëîâèå y(0) = 1.

Ïúðâî ùå íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå. Çà òàçè öåë äåëèì íà y2:

y′

y2
− x1

y
= x.

Çà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå m = 2, òàêà ÷å ïîëàãàìå z =
1

y
, îòêúäåòî

ñëåä äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå z′ = − y
′

y2
.

Ñëåä êàòî çàìåñòèì â èçõîäíîòî ÄÓ, ñòèãàìå äî ëèíåéíîòî ÄÓ

z′ + xz = −x,

çà êîåòî ïðèëàãàìå ôîðìóëà (4.12) çà îáùîòî ðåøåíèå:

z = e−
∫
x dx

(
C −

∫
xe

∫
x dx dx

)
.

Ïðåñìÿòàìå, ÷å e±
∫
x dx = e±

x2

2 è òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå äîáèâà âèäà (çà x ≥ 0)

z = e−
x2

2

(
C −

∫
xe

x2

2 dx

)
= e−

x2

2

(
C −

∫
e
x2

2 d
x2

2

)
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(âíàñÿìå x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà: x dx = d
x2

2
)

= e−
x2

2

(
C − e

x2

2

)
= Ce−

x2

2 − 1.

Òîãàâà, êàòî ñå âúðíåì êúì ïúðâîíà÷àëíàòà ôóíêöèÿ y ñúãëàñíî ïîëàãàíåòî,

êîåòî íàïðàâèõìå â íà÷àëîòî

(
z =

1

y

)
, ïîëó÷àâàìå:

1

y
= Ce−

x2

2 − 1 è òîãàâà y =
1

Ce−
x2

2 − 1
,

êîåòî å îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî ÄÓ íà Áåðíóëè.

Çà äà íàìåðèì ÷àñòíî ðåøåíèå, çà êîåòî y(0) = 1, çàìåñòâàìå ñ òîâà íà÷àëíî

óñëîâèå â ïîëó÷åíîòî ïî-ãîðå îáùî ðåøåíèå: 1 =
1

C − 1
, ò.å. C = 2.

È òàêà, òúðñåíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å

y =
1

2e−
x2

2 − 1
.

4.7 Òî÷íè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä

Ðàçãëåæäàìå äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä, çàïèñàíî â äèôåðåíöèàëíà
ôîðìà (4.5):

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0.

Àêî ëÿâàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèå (4.5) å ïúëåí äèôåðåíöèàë íà (íÿêîÿ) ôóíêöèÿ
íà äâå ïðîìåíëèâè, òî òîâà óðàâíåíèå å òî÷íî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, èëè
óðàâíåíèå â ïúëåí äèôåðåíöèàë.

Àêî (4.5) å òî÷íî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ
u(x, y) òàêàâà, ÷å

P (x, y) =
∂u

∂x
(x, y), Q(x, y) =

∂u

∂y
(x, y).

Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå äà ñúùåñòâóâà òàêàâà ôóíêöèÿ u(x, y) (ïðè
çàäàäåíè P (x, y) è Q(x, y)) å

∂P

∂y
(x, y) =

∂Q

∂x
(x, y). (4.14)

Â òàêúâ ñëó÷àé, ñëåä êàòî äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (4.5) å òî÷íî ÄÓ, òî ìîæå
äà ñå çàïèøå êàòî

∂u

∂x
(x, y) dx+

∂u

∂y
(x, y) dy = 0,
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ò.å.
du(x, y) = 0.

Òîãàâà u(x, y) = C, êîåòî ïðåäñòàâëÿâà è îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèå (4.5).
Ñëåäîâàòåëíî ðåøàâàíåòî íà òî÷íî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñå ñúñòîè â íàìè-

ðàíå íà ôóíêöèÿòà u(x, y).
Ìíîãî êîíêðåòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ìîãàò äà ñå êëàñèôèöèðàò êàòî òî÷íè.

Ïðè òÿõ íàìèðàíåòî íà îáùî ðåøåíèå ìîæå ëåñíî äà ñå àëãîðèòìèçèðà è çàòîâà òå
ñå ðàçãëåæäàò îòäåëíî.

Èçâúðøâàìå ñëåäíèòå ñòúïêè:

1. Ïðîâåðÿâàìå (4.14) è àêî å èçïúëíåíî, ïðîäúëæàâàìå.

2. Èíòåãðèðàìå
∂u

∂x
(x, y) = P (x, y) îòíîñíî x, ñëåäîâàòåëíî u(x, y) =

∫
P (x, y) dx+ ϕ(y)

(èëè èíòåãðèðàìå
∂u

∂y
(x, y) = Q(x, y) îòíîñíî y, ñëåäîâàòåëíî u(x, y) =

∫
Q(x, y) dy + ψ(x)).

Íÿìà çíà÷åíèå êîå îò äâåòå ðàâåíñòâà èíòåãðèðàìå, èçáîðúò å ñàìî îò ñúîáðàæåíèå
çà òåõíè÷åñêà òðóäíîñò.

3. Íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ ϕ(y) (èëè ψ(x)) ùå îïðåäåëèì îò
∂u

∂y
(x, y) = Q(x, y) (èëè

ñúîòâåòíî
∂u

∂x
(x, y) = P (x, y)).

Òîçè àëãîðèòúì ùå èëþñòðèðàìå ñúñ ñëåäâàùèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 4.12: (3x2 + 6xy2) dx+ (6x2y + 4y2) dy = 0

Â ñëó÷àÿ P (x, y) = 3x2 + 6xy2 è Q(x, y) = 6x2y + 4y2.

Ïðåñìÿòàìå, ÷å
∂P

∂y
(x, y) = 12xy è

∂Q

∂x
(x, y) = 12xy,

ò.å. óñëîâèåòî (4.14) å èçïúëíåíî, ñëåäîâàòåëíî äàäåíîòî óðàâíåíèå å òî÷íî ÄÓ.

Èíòåãðèðàìå
∂u

∂x
(x, y) = 3x2 + 6xy2:

u(x, y) =

∫
(3x2 + 6xy2) dx = x3 + 3x2y2 + ϕ(y).

Çà äà îïðåäåëèì ϕ(y), äèôåðåíöèðàìå òîâà ðàâåíñòâî îòíîñíî y:

∂u

∂y
(x, y) = 6x2y + ϕ′(y)

è ãî ñðàâíÿâàìå ñ

Q(x, y) =
∂u

∂y
(x, y) = 6x2y + 4y2,
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îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å
ϕ′(y) = 4y2.

Ñëåäîâàòåëíî

ϕ(y) =

∫
4y2 dy =

4

3
y3 + c.

Òîãàâà u(x, y) = x3 + 3x2y2 +
4

3
y3 + c, c = const è òúé êàòî îáùîòî ðåøåíèå èìà

âèäà u(x, y) = C, òî å

x3 + 3x2y2 +
4

3
y3 = C.

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå: Ðåøåòå ñëåäíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:

4.5. y′ =
y2

x2

4.6 y′ =
y

x
− 2

4.7. exy dx− (ex + 1) dy = 0

4.8. y′ + y = ex, y(0) = 1

4.9. exy′ = ey

4.10. xy′ − 3y = x2

4.11 (2x+ y) dx+ (x− 4y) dy = 0
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Ãëàâà 5

Ëèíåéíè îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè

óðàâíåíèÿ îò n−òè ðåä

5.1 Îáùè ïîíÿòèÿ

Óðàâíåíèå îò âèäà

y(n) + a1(x)y(n−1) + a2(x)y(n−2) + . . .+ an−1(x)y′ + an(x)y = f(x), (5.1)

êúäåòî a1(x), a2(x), . . . , an(x), f(x) ñà äàäåíè ôóíêöèè, ñå íàðè÷à ëèíåéíî íåõîìî-
ãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò n−òè ðåä.

Àêî â (5.1) f(x) ≡ 0, òî

y(n) + a1(x)y(n−1) + a2(x)y(n−2) + . . .+ an−1(x)y′ + an(x)y = 0 (5.2)

ñå íàðè÷à ëèíåéíî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò n−òè ðåä (ËÕÄÓ).

ßñíî å, ÷å îáùèòå ðåøåíèÿ íà (5.1) è (5.2) ùå çàâèñÿò îò n íà áðîé ïðîèçâîëíè
êîíñòàíòè. Çà äà áúäàò îïðåäåëåíè òåçè êîíñòàíòè, òðÿáâà äà èìàìå n íà áðîé
óñëîâèÿ çà ôóíêöèÿòà è íåéíèòå ïðîèçâîäíè äî n−1 ðåä âêëþ÷èòåëíî âúâ ôèêñèðàíà
òî÷êà x0.

Ñúâêóïíîñòòà îò äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå è òåçè n íà áðîé óñëîâèÿ ñå íàðè÷à
çàäà÷à ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ èëè çàäà÷à íà Êîøè.

Äà îçíà÷èì ñ L[y] ëÿâàòà ÷àñò íà (5.1) (èëè ñúîòâåòíî (5.2)), ò.å.

L[y] = y(n) + a1(x)y(n−1) + a2(x)y(n−2) + . . .+ an−1(x)y′ + an(x)y.

L[y] ùå íàðè÷àìå ëèíååí äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð îò n−òè ðåä. Îïåðàòîðúò
äåéñòâà âúðõó ôóíêöèÿ (ìíîæåñòâî îò ôóíêöèè) è êàòî ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà äðóãà
ôóíêöèÿ.

Óðàâíåíèÿòà (5.1) è (5.2) ìîãàò äà ñå çàïèøàò â ñúêðàòåí âèä ñúîòâåòíî êàòî:

L[y] = f(x), (5.3)

L[y] = 0. (5.4)
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Ëèíåéíèÿò îïåðàòîð ïðèòåæàâà äâå îñíîâíè ñâîéñòâà:

à) àäèòèâíîñò: L[y1 + y2] = L[y1] + L[y2];

á) õîìîãåííîñò: L[αy] = αL[y], α = const.

Êàòî ñú÷åòàíèå íà òåçè äâå ñâîéñòâà ïîëó÷àâàìå ñâîéñòâîòî ëèíåéíîñò:

L[α1y1 + α2y2] = α1L[y1] + α2L[y2],

êúäåòî y1 è y2 ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè äî ðåä, ðàâåí íà ðåäà íà ñúîòâåòíèÿ
äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð, à α1 è α2 ñà ïðîèçâîëíè ÷èñëà.

5.2 Ëèíåéíè õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è

ñâîéñòâà íà òåõíèòå ðåøåíèÿ

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ñå çàíèìàåì ñ õîìîãåííîòî óðàâíåíèå (5.2) (èëè (5.4)).

Î÷åâèäíî, îò ñâîéñòâàòà íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð ñëåäâà, ÷å:

• àêî y1 è y2 ñà äâå ðåøåíèÿ íà (5.4), òî y1 + y2 ñúùî å ðåøåíèå íà ËÕÄÓ (5.4);

• àêî y å ðåøåíèå íà (5.4), òî Cy ñúùî å ðåøåíèå íà ËÕÄÓ (5.4) ïðè ïðîèçâîëíà
êîíñòàíòà C.

Â ÷àñòíîñò, àêî ôóíêöèÿòà y(x) èìà ðåàëíà è èìàãèíåðíà ÷àñò, ò.å.

y(x) = u(x) + i v(x)

è y(x) å ðåøåíèå (ò.å. L[y] = 0), òî òîãàâà u(x) è v(x) ñà ñúùî ðåøåíèÿ: L[u] = L[v] = 0.

Ùå ïðèïîìíèì åäíî îò íàé-âàæíèòå ïîíÿòèÿ íå ñàìî â ìàòåìàòèêàòà. Òîâà å
ëèíåéíàòà çàâèñèìîñò/íåçàâèñèìîñò.

Îïðåäåëåíèå 5.1 Íåêà èìàìå åäíî ìíîæåñòâî îò n íà áðîé ôóíêöèè {y1, y2, . . . , yn},
äèôåðåíöèðóåìè äî n− 1 ðåä âêëþ÷èòåëíî â èíòåðâàë (a, b).

Òåçè ôóíêöèè ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, àêî ñúùåñòâóâàò ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, íå
âñè÷êèòå åäíîâðåìåííî ðàâíè íà 0 è òàêèâà, ÷å

α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn = 0. (5.5)

Àêî îáà÷å ðàâåíñòâîòî (5.5) å âúçìîæíî åäèíñòâåíî êîãàòî α1 = . . . = αn = 0,
òî ôóíêöèèòå y1, y2, . . . , yn ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè.
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Òàçè äåôèíèöèÿ èìà áåçáðîé ïðèëîæåíèÿ íå ñàìî â ðàçãëåæäàíàòà òåîðèÿ, à
íàïðèìåð è â ðàçëè÷íèòå ãåîìåòðè÷íè àñïåêòè ÷ðåç ïîíÿòèÿòà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà
è ðàçìåðíîñò.

Â êëàñà îò n−1 ïúòè äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè (à y1, y2, . . . , yn ñà òî÷íî òàêèâà!)
ìîæå äà ñå ñúñòàâè ñëåäíàòà äåòåðìèíàíòà:

Wn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 . . . yn
y′1 y′2 . . . y′n
. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
êîÿòî ñå íàðè÷à äåòåðìèíàíòà íà Âðîíñêè (1776-1853).

×ðåç íåÿ ëåñíî ñå îïðåäåëÿ êîãà ôóíêöèèòå ñà ëèíåéíî çàâèñèìè èëè íåçàâèñèìè:

- ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè {y1, y2, . . . , yn} å ëèíåéíî çàâèñèìà òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî Wn(x) ≡ 0;

- ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè {y1, y2, . . . , yn} å ëèíåéíî íåçàâèñèìà, àêî Wn(x) íå å
òúæäåñòâåíî ðàâíà íà 0.

Íàïðèìåð ñëåäíèòå ñèñòåìè îò ôóíêöèè ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè:

{1, x, x2, x3}; {ex, e2x, e3x.e4x}; {1, cosx, sinx}.

Â ïðàêòèêàòà ïî-÷åñòî ðàáîòèì ñúñ ñèñòåìè ñ ïî-ìàëêà ðàçìåðíîñò è çàòîâà
èëþñòðàòèâíèòå ïðèìåðè ñà çà n ≤ 4.

Çà äàäåí èíòåðâàë (a, b) è ñèñòåìà îò n íà áðîé ðåøåíèÿ íà ËÕÄÓ (5.4), àêî äîðè
â åäíà òî÷êà Wn(x) 6= 0, òî òåçè ðåøåíèÿ ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè.

Îïðåäåëåíèå 5.2 Âñÿêà ñèñòåìà îò n íà áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ íà
ËÕÄÓ (5.4) y1, y2, . . . , yn ñå íàðè÷à ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà
òîâà óðàâíåíèå.

Òîâà îïðåäåëÿ è ñòðóêòóðàòà íà îáùîòî ðåøåíèå íà åäíî ËÕÄÓ. Óðàâíåíèåòî
èìà òî÷íî n íà áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ, ò.å.

y(x) = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn,

êúäåòî C1, C2, . . . , Cn ñà ïðîèçâîëíè ÷èñëà, à {y1, y2, . . . , yn} å ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà
îò ðåøåíèÿ íà (5.4).

Òàêà ìîæåì äà ðåøèì îáðàòíàòà çàäà÷à: àêî çíàåì ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà îò
ðåøåíèÿ, äà íàìåðèì ñàìîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.
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Ïðèìåð 5.1: Êîå å äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ñ ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò
ðåøåíèÿ {cosx, sinx}?

Òúé êàòî äàäåíàòà ñèñòåìà å ôóíäàìåíòàëíà ïî óñëîâèå, òî àêî êúì íåÿ ïðèáàâèì
îùå åäíà ôóíêöèÿ � ðåøåíèåòî y íà òúðñåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, ùå ïîëó÷èì
Wn(x) = 0:

Wn(x) =

∣∣∣∣∣∣
y cosx sinx
y′ (cosx)′ (sinx)′

y′′ (cosx)′′ (sinx)′′

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
y cosx sinx
y′ − sinx cosx
y′′ − cosx − sinx

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàçâèâàìå ïî ïúðâè ñòúëá:

Wn(x) = y

∣∣∣∣ − sinx cosx
− cosx − sinx

∣∣∣∣− y′ ∣∣∣∣ cosx sinx
− cosx − sinx

∣∣∣∣+ y′′
∣∣∣∣ cosx sinx
− sinx cosx

∣∣∣∣
= y(sin2 x+ cos2 x)− y′(− cosx sinx+ sinx cosx) + y′′(cos2 x+ sin2 x) = 0,

ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå y′′ + y = 0.

Çàäà÷à çà óïðàæíåíèå:
5.1.Äà ñå íàìåðè äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, êîåòî èìà ôóíäàìåí òàëíà ñèñòåìà

îò ðåøåíèÿ {x, e−x}. (Îòã. (x+ 1)y′′ + xy′ + y = 0)

5.3 Ëèíåéíè õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ

ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Óðàâíåíèåòî îò âèäà

L[y] ≡ y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ an−1y
′ + any = 0, (5.6)

êúäåòî a1, a2, . . . , an−1, an ñà ðåàëíè ÷èñëà, ñå íàðè÷à ëèíåéíî õîìîãåííî äèôåðåí-
öèàëíî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

Íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ å y(x), à L[y] å ëèíååí äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð îò n−òè
ðåä.

Ùå òúðñèì ðåøåíèå íà (5.6) âúâ âèä íà åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ erx, êúäåòî r å
íåèçâåñòåí ïàðàìåòúð.

Äà îòáåëåæèì, ÷å âñÿêà ïîðåäíà ïðîèçâîäíà íà erx äîáàâÿ ìíîæèòåë r, ò.å.

(erx)′ = rerx, (erx)′′ = r2erx, (erx)′′′ = r3erx, . . . , (erx)(n) = rnerx.

Êàòî çàìåñòèì â (5.6), ïîëó÷àâàìå:

rnerx + a1r
n−1erx + . . .+ an−1re

rx + ane
rx = 0.
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Ñúêðàùàâàìå íà erx è ñòèãàìå äî:

Ln(r) = rn + a1r
n−1 + . . .+ an−1r + an = 0.

Ïîëèíîìúò Ln(r) = rn + a1r
n−1 + . . . + an−1r + an ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷åí

ïîëèíîì, ñúîòâåòñòâàù íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð L[y], à Ln(r) = 0 å õàðàêòå-
ðèñòè÷íî óðàâíåíèå.

Çà äà áúäå ôóíêöèÿ îò âèäà erx ðåøåíèå íà (5.6), î÷åâèäíî ÷èñëîòî r å êîðåí íà
Ln(r).

Ñëåäîâàòåëíî, çà äà ðåøèì (5.6), å íåîáõîäèìî äà íàìåðèì êîðåíèòå r1, r2, . . . , rn
íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì. Ïðîáëåìúò å, ÷å ôóíêöèèòå er1x, er2x, . . . , ernx òðÿáâà
äà îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ, ò.å. äà ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè.

Âúçìîæíè ñà ñëåäíèòå ñëó÷àè:

I. êîðåíèòå ñà ðåàëíè è ðàçëè÷íè ïîìåæäó ñè (ïðîñòè êîðåíè);

II. êîðåíèòå ñà ðàçëè÷íè ïîìåæäó ñè, íî èçìåæäó òÿõ èìà êîìïëåêñíè;

III. íÿêîè îò êîðåíèòå ñà êðàòíè.

Ùå èëþñòðèðàìå êàçàíîòî äîòóê ñ õîìîãåííî ÄÓ îò âòîðè ðåä:

y′′ + py′ + qy = 0, (5.7)

êúäåòî p è q ñà äàäåíè êîíñòàíòè.

Äà îòáåëåæèì, ÷å â ñëó÷àÿ n = 2 ðåøåíèÿòà y1(x) è y2(x) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
y2(x)

y1(x)
6= const.

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà (5.7) å:

r2 + pr + q = 0,

îòêúäåòî

r1,2 =
−p±

√
p2 − 4q

2
.

Ïúðâè ñëó÷àé: ∆ = p2 − 4q > 0. Òîãàâà èìàìå äâà ðåàëíè êîðåíà r1 6= r2.

Ðåøåíèÿòà y1 = er1x è y2 = er2x î÷åâèäíî ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Îáùîòî ðåøåíèå
íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (5.7) å

y = C1y1 + C2y2 = C1e
r1x + C2e

r2x.
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Ïðèìåð 5.2: y′′ − 5y′ − 6y = 0

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

r2 − 5r − 6 = 0

èìà ðåøåíèÿ r1,2 =
5±
√

25 + 24

2
=

5±
√

49

2
, ñëåäîâàòåëíî r1 = 6 è r2 = −1.

Îáùîòî ðåøåíèå òîãàâà å:

y = C1e
6x + C2e

−x.

Ïðèìåð 5.3: y′′′ + 2y′′ − 3y′ = 0

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

r3 + 2r2 − 3r = 0 ⇔ r(r2 + 2r − 3) = 0

èìà ðåøåíèÿ r1 = 0, r2,3 =
−2±

√
4 + 12

2
=
−2±

√
16

2
, ò.å. r2 = 1 è r3 = −3.

Òîãàâà ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ å

y1 = e0x = e0 = 1, y2 = ex, y3 = e−3x

è çà îáùîòî ðåøåíèå ïîëó÷àâàìå:

y = C1 + C2e
x + C3e

−3x.

Âòîðè ñëó÷àé:∆ = p2−4q = 0. Òîãàâà êîðåíúò å ðåàëåí, äâóêðàòåí: r = r1,2 = −p
2
.

Åäíîòî ðåøåíèå å y1 = erx.

Çà äà áúäàò äâåòå ðåøåíèÿ y1(x) è y2(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìè, äðóãîòî ðåøåíèå y2

ùå òúðñèì âúâ âèäà:
y2 = ϕ(x)erx,

êúäåòî ϕ(x) å íÿêàêâà (íåèçâåñòíà) ôóíêöèÿ, òúé êàòî òîãàâà
y2(x)

y1(x)
= ϕ(x) 6= const.

Ôóíêöèÿòà ϕ(x) òðÿáâà äà áúäå òàêàâà, ÷å y2 äà óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî (5.7).
Íàìèðàìå

y′2 = (ϕ(x)erx)′ = ϕ′(x)erx + rϕ(x)erx = erx(ϕ′(x) + rϕ(x));

è
y′′2 = (erx(ϕ′(x) + rϕ(x)))

′

= rerx(ϕ′(x) + rϕ(x)) + erx(ϕ′′(x) + rϕ′(x)) = erx(ϕ′′(x) + 2rϕ′(x) + r2ϕ(x)).
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Çàìåñòâàìå â (5.7):

erx(ϕ′′ + 2rϕ′ + r2ϕ) + perx(ϕ′ + rϕ) + qϕerx = 0.

Ñëåä êàòî ñúêðàòèì íà erx, êîåòî å ðàçëè÷íî îò 0 çà âñÿêî x, ïîëó÷àâàìå:

ϕ′′ + (2r + p)ϕ′ + (r2 + pr + q)ϕ = 0.

Êàòî îò÷åòåì, ÷å r å ðåøåíèå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå è ÷å r = −p
2
, ùå

ïîëó÷èì
ϕ′′(x) = 0,

ò.å. ϕ(x) å (êîÿòî è äà å!) ëèíåéíà ôóíêöèÿ îò âèäà ϕ(x) = ax+ b.

Äà èçáåðåì a = 1 è b = 0. Òîãàâà y2(x) = xerx, êàòî
y2(x)

y1(x)
6= const.

Çàáåëåæêà 5.1 Êîãàòî ðåäúò íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå å ïî-âèñîê îò âòîðè,
å âúçìîæíî õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå äà èìà êîðåí ñ êðàòíîñò, ïî-ãîëÿìà îò
2. Òîãàâà çà âñÿêà ñëåäâàùà êðàòíîñò â ñúîòâåòñòâàùîòî ðåøåíèå ñå äîáàâÿ ïî
åäíà åäèíèöà â ñòåïåíòà íà x.

Ïðèìåð 5.4: y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y = 0

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å

r3 + 3r2 + 3r + 1 = 0 ⇔ (r + 1)3 = 0.

Òîãàâà r = −1 å 3−êðàòåí õàðàêòåðèñòè÷åí êîðåí.
Îáùîòî ðåøåíèå å:

y = C1e
−x + C2xe

−x + C3x
2e−x.

Òðåòè ñëó÷àé: ∆ = p2− 4q < 0. Òîãàâà êîðåíèòå ñà êîìïëåêñíè ÷èñëà, ïðè òîâà
êîìïëåêñíî ñïðåãíàòè:

r1,2 = α± iβ, α, β ∈ R.

Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å

e(α+iβ)x = eαxeiβx = eαx(cos βx+ i sin βx).

Â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî èçïîëçâàõìå ôîðìóëàòà íà Îéëåð (1707-1783).

Ðåàëíàòà è èìàãèíåðíàòà ÷àñò íà ôóíêöèÿòà-ðåøåíèå ñúùî ñà ðåøåíèÿ (ñâîéñòâîòî

ëèíåéíîñò). Ïðè òîâà
eαx cos βx

eαx sin βx
6= const.

Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà âçåìåì y1 = eαx cos βx è y2 = eαx sin βx.
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Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (5.7) å:

y = eαx(C1 cos βx+ C2 sin βx).

Ïðèìåð 5.5: y′′ − 2y′ + 10y = 0

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå r2 − 2r + 10 = 0 èìà êîðåíè

r1,2 =
2±
√

4− 40

2
=

2±
√

36i2

2
=

2± 6i

2
= 1± 3i.

Òîãàâà y1 = ex cos 3x è y2 = ex sin 3x è îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå å:

y = ex(C1 cos 3x+ C2 sin 3x).

Ïðèìåð 5.6: y′′ + 9y = 0

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

r2 + 9 = 0 ⇔ r2 = −9 = 9i2

èìà êîðåíè (÷èñòî èìàãèíåðíè) r1,2 = ±3i.

Òúé êàòî ðåàëíàòà ÷àñò íà õàðàêòåðèñòè÷íèòå êîðåíè å 0, òî âúâ ôóíêöèèòå,
îáðàçóâàùè ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ, íÿìà äà ôèãóðèðà åêñïîíåíòà:

y1 = cos 3x, y2 = sin 3x.

Îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå å:

y = C1 cos 3x+ C2 sin 3x.

5.4 Ëèíåéíè íåõîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè. Ìåòîä íà Ëàãðàíæ

Ïúðâî ùå äèñêóòèðàìå ñòðóêòóðàòà íà îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíî íåõîìîãåííî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (ËÍÄÓ):

L[y] = f(x). (5.8)
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Íåêà η(x) å åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå íà (5.8). Àêî η1(x) å äðóãî ÷àñòíî ðåøåíèå íà
(5.8), òî òÿõíàòà ðàçëèêà η − η1 å ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå

L[y] = 0. (5.9)

Äåéñòâèòåëíî:

L[η − η1] = L[η]− L[η1] = f(x)− f(x) = 0.

Àêî η(x) å åäíî (êîå äà å) ÷àñòíî ðåøåíèå íà (5.8), à Y (x) å îáùîòî ðåøåíèå íà
ëèíåéíîòî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (ËÕÄÓ) (5.9), òî

y(x) = Y (x) + η(x)

å îáùîòî ðåøåíèå íà ËÍÄÓ (5.8).
Òîãàâà

L[y(x)] = L[Y (x) + η(x)] = L[Y (x)] + L[η(x)] = 0 + f(x) = f(x).

Â îáùîòî ðåøåíèå ñå ñúäúðæàò n íà áðîé ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè çàðàäè îáùîòî
ðåøåíèå Y (x) íà ËÕÄÓ (5.9).

Àêî äÿñíàòà ñòðàíà å ñáîð îò äâå ôóíêöèè:

f(x) = f1(x) + f2(x),

y1(x) å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî L[y] = f1(x), à y2(x) å ðåøåíèå íà L[y] = f2(x), òî
y1(x) + y2(x) å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî L[y] = f1(x) + f2(x).

Òîâà ñâîéñòâî íàðè÷àìå ïðèíöèï íà ñóïåðïîçèöèÿ íà ðåøåíèÿòà. Òîçè ïðèíöèï
å â ñèëà è çà ñáîð îò ïîâå÷å îò äâå ôóíêöèè.

Ñåãà ùå èçëîæèì ìåòîäà íà Ëàãðàíæ, êîéòî ïðèëîæèõìå çà ëèíåéíî ÄÓ îò ïúðâè
ðåä. Çà äà áúäå èçëîæåíèåòî ïî-ÿñíî, ùå ðàçãëåäàìå ËÍÄÓ îò âòîðè ðåä:

y′′ + py′ + qy = f(x). (5.10)

Íåêà ôóíêöèÿòà
Y (x) = C1y1(x) + C2y2(x)

å îáùî ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå

y′′ + py′ + qy = 0. (5.11)

Èäåÿòà íà Ëàãðàíæ å äà âàðèðàìå êîíñòàíòèòå C1 è C2, ò.å. äà ãè çàìåñòèì çà
ìîìåíò ñ ôóíêöèè u1(x) è u2(x).

Òîâà îçíà÷àâà äà òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå íà (5.10) âúâ âèäà

η(x) = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x),
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ò.å. äà òúðñèì òàêèâà ôóíêöèè u1(x) è u2(x), ÷å η(x) äà å ðåøåíèå íà (5.10).

Äèôåðåíöèðàìå òîâà ðàâåíñòâî:

η′ = u′1y1 + u1y
′
1 + u′2y2 + u2y

′
2.

Ïúðâîòî óñëîâèå, êîåòî ùå íàëîæèì ñ öåë äà íàìåðèì ôóíêöèè u1(x) è u2(x), å

u′1y1 + u′2y2 = 0. (5.12)

Àêî (5.12) å èçïúëíåíî, òî òîãàâà η′ = u1y
′
1 + u2y

′
2. Äà íàìåðèì â òàêúâ ñëó÷àé è

âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà η(x):

η′′ = u′1y
′
1 + u1y

′′
1 + u′2y

′
2 + u2y

′′
2 .

Çàìåñòâàìå η(x), η′(x) è η′′(x) â (5.10):

u′1y
′
1 + u1y

′′
1 + u′2y

′
2 + u2y

′′
2 + p(u1y

′
1 + u2y

′
2) + q(u1y1 + u2y2) = f(x).

Ãðóïèðàìå åäíî÷ëåíèòå, ñúäúðæàùè u1 è òåçè, êîèòî ñúäúðæàò u2:

u1(y′′1 + py′1 + qy1) + u2(y′′2 + py′2 + qy2) + u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x).

Èçðàçèòå â ñêîáèòå ñà ðàâíè íà 0, çàùîòî y1(x) è y2(x) ñà ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî
óðàâíåíèå (5.11).

Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå

u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x),

êîåòî çàåäíî ñ (5.12) äàâà ñëåäíàòà ñèñòåìà íà Ëàãðàíæ:∣∣∣∣ u′1y1 + u′2y2 = 0
u′1y

′
1 + u′2y

′
2 = f(x)

(5.13)

Íåõîìîãåííàòà ñèñòåìà (5.13) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, çàùîòî çà äåòåðìèíàíòàòà
íà Âðîíñêè å èçïúëíåíî ∣∣∣∣ y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ 6= 0.

Ïî-îáùî, çà ËÍÄÓ îò n−òè ðåä ñèñòåìàòà (5.13) ñ íåèçâåñòíè u′1, u
′
2, . . . , u

′
n ùå

ñúäúðæà îòäÿñíî ñàìî íóëè ñ èçêëþ÷åíèå íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå, êîåòî îòäÿñíî
ùå ñúäúðæà f(x).

Ìåòîäúò íà Ëàãðàíæ èìà åäíî îñíîâíî ïðåäèìñòâî: òîé å ïðèëîæèì çà âñÿêà
äÿñíà ÷àñò f(x). Íåäîñòàòúêúò å, ÷å âìåñòî ôóíêöèèòå ui, íàìèðàìå òåõíèòå ïðîèç-
âîäíè u′i, i = 1, 2, . . . , n. Ñëåäîâàòåëíî ñå íàëàãà äà èçâúðøèì äîïúëíèòåëíî n íà
áðîé èíòåãðèðàíèÿ, çà äà ñòèãíåì äî ui, i = 1, 2, . . . , n.
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Ïðèìåð 5.7: y′′ + y = − cotx

Ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî óðàâíåíèå (óðàâíåíèå íà èäåàëíî ìàõàëî)

y′′ + y = 0

èìà ðåøåíèå Y (x) = C1 cosx+ C2 sinx.

Òîãàâà òúðñèì η(x) âúâ âèäà: η(x) = u1(x) cosx+ u2(x) sinx.
Ñèñòåìàòà íà Ëàãðàíæ å:∣∣∣∣∣∣∣

u′1 cosx+ u′2 sinx = 0

u′1 sinx− u′2 cosx =
cosx

sinx
.

Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå èìàìå u′2 = −cosx

sinx
u′1.

Òîãàâà:

u′1

(
sinx+

cos2 x

sinx

)
=

cosx

sinx
.

Êàòî ñå îñâîáîäèì îò çíàìåíàòåëÿ, ùå ïîëó÷èì, ÷å u′1 = − cosx è çà u1(x) ñëåäâà:

u1 =

∫
cosx dx = − sinx.

Äà îòáåëåæèì, ÷å íÿìà íóæäà ïðè èíòåãðèðàíåòî äà ñå äîáàâÿ ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà!

Ñúîòâåòíî çà u2 èìàìå: u
′
2 =

cosx

sinx
cosx è ñëåäîâàòåëíî

u2 =

∫
1− sin2 x

sinx
dx =

∫
dx

sinx
−
∫

sinx dx,

îòêúäåòî

u2 = ln
(

tan
x

2

)
+ cosx.

Êàòî çàìåñòèì, çà ÷àñòíîòî ðåøåíèå η(x) ïîëó÷àâàìå:

η(x) = − sinx cosx+ sinx ln
(

tan
x

2

)
+ sinx cosx = sinx ln

(
tan

x

2

)
.

Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî íåõîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å:

y(x) = C1 cosx+ C2 sinx+ sinx ln
(

tan
x

2

)
.

Ïðèìåð 5.8: y′′ − 2y′ + y =
ex

x

107



Õîìîãåííîòî óðàâíåíèå y′′−2y′+y = 0 èìà ðåøåíèå Y (x) = C1e
x+C2xe

x (çàùîòî
õàðàêòåðèñòè÷íèòå êîðåíè ñà r1,2 = 1).

Â òàêúâ ñëó÷àé η(x) ùå òúðñèì âúâ âèäà: η(x) = u1(x)ex + u2(x)xex.
Ñèñòåìàòà íà Ëàãðàíæ å:∣∣∣∣∣∣∣

u′1e
x + u′2xe

x = 0

u′1e
x + u′2(1 + x)ex =

ex

x
.

Êàòî èçâàäèì äâåòå óðàâíåíèÿ îò ñèñòåìàòà, ïîëó÷àâàìå u′2e
x =

ex

x
, ñëåäîâàòåëíî

u′2 =
1

x
.

Çàìåñòâàìå ïîëó÷åíîòî çà u′2 â ïúðâîòî óðàâíåíèå îò ñèñòåìàòà è ïîëó÷àâàìå, ÷å
u′1 = −1.

Òîãàâà:

u1 = −
∫
dx = −x,

u2 =

∫
1

x
dx = − ln |x|,

îòêúäåòî çà ÷àñòíîòî ðåøåíèå η(x) ïîëó÷àâàìå:

η(x) = −xex − xex ln |x|.

È òàêà, îáùîòî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å

y(x) = C1e
x + C2xe

x − xex − xex ln |x| = ex(C1 + C2x− x−−x ln |x|).

5.5 Ëèíåéíè íåõîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè è îñîáåíà äÿñíà ÷àñò

Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (5.8) å ñ îñîáåíà äÿñíà ÷àñò f(x), êîãàòî f(x) å:
I. àëãåáðè÷åí ïîëèíîì Pn(x) îò ñòåïåí n ∈ N;
II. åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ eαx, α ∈ R, åâåíòóàëíî óìíîæåíà ñ ïîëèíîì Pn(x);
III. òðèãîíîìåòðè÷íèòå ôóíêöèè cos βx è sin βx, β ∈ R, åâåíòóàëíî óìíîæåíè ñ

ïîëèíîì Pn(x) è/èëè åêñïîíåíòà;
IV. êîìáèíàöèÿ îò òðèòå èçáðîåíè ïî-ãîðå âèäîâå ôóíêöèè (ñúãëàñíî ïðèíöèïà

çà ñóïåðïîçèöèÿ).

Ìåòîäúò, êîéòî îò÷èòà âèäà íà äÿñíàòà ÷àñò (â ñëó÷àé, ÷å òÿ å îò èçáðîåíèòå
ïî-ãîðå âèäîâå) â ïîâå÷åòî ñëó÷àè å ìíîãî ïî-ëåñåí çà ïðèëàãàíå, îòêîëêîòî ìåòîäà
íà Ëàãðàíæ. Åäèíñòâåíèÿò íåäîñòàòúê å íåãîâîòî îãðàíè÷åíî ïðèëîæåíèå (ñàìî ïðè
äÿñíà ÷àñò îò èçáðîåíèòå âèäîâå).
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Ùå ðàçãëåäàìå ïîîòäåëíî âñåêè îò òðèòå ñëó÷àÿ íà äÿñíà ÷àñò, ïðè êîèòî ìåòîäúò
å ïðèëîæèì. Ïðè âñåêè îò òåçè òðè ñëó÷àÿ èìà ïî åäèí âàæåí ÷àñòåí ñëó÷àé, êîéòî
íà åçèêà íà òåõíèêàòà ñå íàðè÷à ðåçîíàíñ. Ïðè ðåçîíàíñ âúíøíîòî âúçäåéñòâèå
(äÿñíàòà ÷àñò!) å ôóíêöèÿ, êîÿòî ñúâïàäà ïî âèä ñ íÿêîè îò ôóíêöèèòå íà ôîðìàòà,
îïèñâàùè èäåàëíàòà ñèñòåìà (áåç âúíøíî âúçäåéñòâèå).

I. ñëó÷àé f(x) = Pn(x) � àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí n

Òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå η(x) âúâ âèäà

η(x) = Qn(x),

êúäåòî Qn(x) å îòíîâî ïîëèíîì îò ñòåïåí n, íî ñ íåèçâåñòíè êîåôèöèåíòè.
Äà îòáåëåæèì, ÷å Qn(x) å ïúëåí ïîëèíîì, ò.å. â íåãî ôèãóðèðàò âñè÷êè ñòåïåíè

íà x äî ñòåïåí n âêëþ÷èòåëíî!

Ïðèìåð 5.9: y′′ + y = x2 − 2

Ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî óðàâíåíèå (Ïðèìåð 5.7)

y′′ + y = 0

èìà ðåøåíèå Y (x) = C1 cosx+ C2 sinx.

Òúðñèì η(x) âúâ âèäà: η(x) = ax2 + bx+ c.
Êîåôèöèåíòèòå a, b è c òðÿáâà äà ñà òàêèâà ÷èñëà, ÷å η(x) äà å ðåøåíèå íà

äàäåíîòî íåõîìîãåííî óðàâíåíèå.
Íàìèðàìå ïúðâàòà è âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà η(x):

η′(x) = 2ax+ b, η′′(x) = 2a

è çàìåñòâàìå â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (y ñ η, êàêòî è y′′ ñ η′′):

2a+ ax2 + bx+ c = x2 − 2.

Òóê òðÿáâà äà ïîä÷åðòàåì, ÷å ìåòîäúò íà îñîáåíàòà äÿñíà ÷àñò èçïîëçâà ïðîñòîòî
òâúðäåíèå, ñïîðåä êîåòî äâà ïîëèíîìà ñà òúæäåñòâåíî ðàâíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî êîåôèöèåíòèòå èì ïðåä åäíàêâèòå ñòåïåíè ñà ðàâíè.

Òàêà ÷å ñðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå ïðåä ñúîòâåòíèòå ñòåïåíè íà x â äâåòå ñòðàíè
íà ïîëó÷åíîòî òúæäåñòâî:

a = 1, b = 0, 2a+ c = −2,

ñëåäîâàòåëíî çà êîåôèöèåíòèòå íà η ïîëó÷àâàìå a = 1, b = 0, c = −4.
Òîãàâà η(x) = x2 − 4 è îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å

y(x) = Y (x) + η(x) = C1 cosx+ C2 sinx+ x2 − 4.
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Âàæåí ÷àñòåí ñëó÷àé å, êîãàòî ÷èñëîòî 0 å êîðåí íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå.
Àêî òîçè êîðåí å îò êðàòíîñò k, òî ÷àñòíîòî ðåøåíèå η òúðñèì âúâ âèäà

η(x) = xkQn(x).

Òðÿáâà äà ïîä÷åðòàåì, ÷å âúâåæäàíåòî íà ìíîæèòåë xk â η å çàäúëæèòåëíî îò
èç÷èñëèòåëíà ãëåäíà òî÷êà.

Ïðèìåð 5.10: yIV + y′′ = x2 − 2

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å

r4 + r2 = 0 ⇔ r2(r2 + 1) = 0.

Êîðåíèòå ìó ñà r1,2 = 0 è r3,4 = ±i, ñëåäîâàòåëíî ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî óðàâíåíèå

yIV + y′′ = 0

èìà îáùî ðåøåíèå Y (x) = C1 + C2x+ C3 cosx+ C4 sinx.

Òúðñèì η(x) âúâ âèäà: η(x) = x2(ax2 + bx+ c) = ax4 + bx3 + cx2 (èìàìå äâóêðàòåí
õàðàêòåðèñòè÷åí êîðåí, ðàâåí íà 0).

Íàìèðàìå ïðîèçâîäíèòå íà η(x) äî ÷åòâúðòè ðåä âêëþ÷èòåëíî (äàäåíîòî óðàâíåíèå
å îò ÷åòâúðòè ðåä):

η′(x) = 4ax3 + 3bx2 + 2cx, η′′(x) = 12ax2 + 6bx+ 2c, η′′′(x) = 24ax+ 6b, ηIV (x) = 24a

è çàìåñòâàìå â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå:

24a+ 12ax2 + 6bx+ 2c = x2 − 2.

Ñðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå ïðåä ñúîòâåòíèòå ñòåïåíè íà x â äâåòå ñòðàíè íà òîâà
ðàâåíñòâî: ∣∣∣∣∣∣

12a = 1
6b = 0
24a+ 2c = −2

Îò òàçè ñèñòåìà ïîëó÷àâàìå a =
1

12
, b = 0, c = −2.

Òîãàâà η(x) =
1

12
x4 − 2x2 è îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

å

y(x) = Y (x) + η(x) = C1 + C2x+ C3 cosx+ C4 sinx+
1

12
x4 − 2x2.

II. ñëó÷àé f(x) = Pn(x) eαx

Òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå η(x) âúâ âèäà

η(x) = Qn(x) eαx,
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êúäåòî Pn(x) è Qn(x) ñà ïîëèíîìè îò ñòåïåí n êàêòî â ïðåäíèÿ ñëó÷àé.

Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, ïðè êîéòî ÷èñëîòî α å k−êðàòåí õàðàêòåðèñòè÷åí êîðåí, ÷àñòíî
ðåøåíèå η(x) òúðñèì âúâ âèäà

η(x) = xkQn(x) eαx.

Ïðèìåð 5.11: y′′ + y′ − 2y = 2xex

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

r2 + r − 2 = 0

èìà êîðåíè r1 = 1 è r2 = −2, ñëåäîâàòåëíî îáùîòî ðåøåíèå íà ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî
óðàâíåíèå å:

Y (x) = C1e
x + C2e

−2x.

Òúðñèì η(x) âúâ âèäà: η(x) = x(ax + b)ex = (ax2 + bx)ex (èìàìå åäíîêðàòåí
õàðàêòåðèñòè÷åí êîðåí r1 = 1 = α, à ïîëèíîìúò â äÿñíàòà ÷àñò, ñ êîéòî åêñïîíåíòàòà
eαx = ex å óìíîæåíà, å îò ïúðâà ñòåïåí � ðàâåí íà x).

Ïðåñìÿòàìå:
η′(x) = (ax2 + 2ax+ bx+ b)ex,

η′′(x) = (ax2 + 4ax+ bx+ 2a+ 2b)ex.

Çàìåñòâàìå â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå è ñúêðàùàâàìå íà ex:

(ax2 + 4ax+ bx+ 2a+ 2b)ex + (ax2 + 2ax+ bx+ b)ex − 2(ax2 + bx)ex = 2xex,

ax2 + 4ax+ bx+ 2a+ 2b+ ax2 + 2ax+ bx+ b− 2ax2 − 2bx = 2x,

îòêúäåòî ñëåä ïðèâåäåíèå ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâî ìåæäó äâà ïîëèíîìà:

6ax+ 2a+ 3b = 2x.

Ñðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå â äâåòå ñòðàíè:

6a = 2, 2a+ 3b = 0,

ñëåäîâàòåëíî a =
1

3
, b = −2

9
.

Òàêà îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å:

y(x) = Y (x) + η(x) = C1e
x + C2e

−2x +

(
1

3
x2 − 2

9
x

)
ex.
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III. ñëó÷àé Äÿñíàòà ÷àñò f(x) ñúäúðæà òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöèÿ cos βx è/èëè
sin βx, êàòî β å ðåàëåí ïàðàìåòúð.

×àñòíî ðåøåíèå η(x) òúðñèì âúâ âèä íà ôóíêöèÿ, â êîÿòî çàäúëæèòåëíî ôèãóðèðàò
êàêòî cos βx, òàêà è sin βx.

Àêî äàäåíàòà îñîáåíà äÿñíà ÷àñò å

f(x) = Pn1(x) cos βx+ Pn2(x) sin βx,

òî
η(x) = Qn(x) cos βx+Rn(x) sin βx,

êúäåòî Qn(x) è Rn(x) ñà íåèçâåñòíè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îò ñòåïåí n = max{n1, n2}.

Òóê âàæåí ÷àñòåí ñëó÷àé å, êîãàòî ÷èñëîòî iβ å èìàãèíåðåí êîðåí îò êðàòíîñò k
íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå.

Òîãàâà ÷àñòíî ðåøåíèå η(x) òðÿáâà äà ñå òúðñè âúâ âèäà

η(x) = xk (Qn(x) cos βx+Rn(x) sin βx) .

Ïðèìåð 5.12: y′′ + y = sin x (ìàõàëî ñúñ ñèíóñîèäàëíî âúíøíî âúçäåéñòâèå)

Îò Ïðèìåð 5.7 çíàåì îáùîòî ðåøåíèå íà ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå y′′ + y = 0:

Y (x) = C1 cosx+ C2 sinx.

Â òîçè ïðèìåð èìàìå β = 1. Òúé êàòî ÷èñëîòî iβ = i å åäíîêðàòåí õàðàêòåðèñòè÷åí
êîðåí, òî ïîïàäàìå â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, òàêà ÷å òúðñèì η(x) âúâ âèäà:

η(x) = x(a cosx+ b sinx).

Çà äà íàìåðèì êîåôèöèåíòèòå a è b, äèôåðåíöèðàìå äâóêðàòíî η(x):

η′(x) = (a cosx+ b sinx) + x(−a sinx+ b cosx),

η′′(x) = 2(−a sinx+ b cosx) + x(−a cosx− b sinx)

Çàìåñòâàìå y ñ η â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå:

2(−a sinx+ b cosx) + x(−a cosx− b sinx) + x(a cosx+ b sinx) = sin x,

ò.å.
−2a sinx+ 2b cosx = sinx.
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Íåêà äà ñðàâíèì êîåôèöèåíòèòå ïðåä sinx è cosx â ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà

ïîëó÷åíîòî òúæäåñòâî: −2a = 1, 2b = 0, îòêúäåòî a = −1

2
, b = 0 è çà ÷àñòíîòî

ðåøåíèå ïîëó÷àâàìå:

η(x) = −x
2

cosx.

Îêîí÷àòåëíî, îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî íåõîìîãåííî óðàâíåíèå å:

y(x) = C1 cosx+ C2 sinx− x

2
cosx

Ïðèìåð 5.13: y′′ − y = cos 2x

Õîìîãåííîòî óðàâíåíèå y′′ − y = 0 èìà ðåøåíèå Y (x) = C1e
x + C2e

−x.

×àñòíîòî ðåøåíèå η(x) òúðñèì êàòî: η(x) = a cos 2x+ b sin 2x.

Äèôåðåíöèðàìå äâóêðàòíî η(x):

η′(x) = −2a sin 2x+ 2b cos 2x, η′′(x) = −4a cos 2x− 4b sin 2x

è çàìåñòâàìå â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå:

−4a cos 2x− 4b sin 2x− (a cos 2x+ b sin 2x) = cos 2x,

ò.å.
−5a cos 2x− 5b sin 2x = cos 2x.

Ñðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå ïðåä sin 2x è cos 2x â ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà

ïîëó÷åíîòî òúæäåñòâî: −5a = 1, −5b = 0, ñëåäîâàòåëíî a = −1

5
, b = 0 è òîãàâà

÷àñòíîòî ðåøåíèå η(x) å:

η(x) = −x
5

cos 2x.

È òàêà, çà îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî íåõîìîãåííî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå:

y(x) = C1e
x + C2e

−x − x

5
cos 2x.

Âñè÷êî, êàçàíî äîòóê, å ïðîíèçàíî îò âàæåí ïðèíöèï â ëèíåéíèòå äèôåðåíöèàëíè
îïåðàòîðè, êîéòî å âàëèäåí â ìíîãî ñúâðåìåííè èíæåíåðíè ïðèëîæåíèÿ. È òîé å, ÷å
ïàðàìåòúðúò α â åêñïîíåíòàòà å íîñèòåë íà ðåàëíàòà ÷àñò â ïðåäñòàâÿíåòî íà åäíà
ôóíêöèÿ, à β õàðàêòåðèçèðà íåéíàòà èìàãèíåðíà ÷àñò. Òîâà ñå ïðèëàãà è ëåñíî ñå
èëþñòðèðà ñ êîìïëåêñíèòå ÷èñëà: z = α + iβ è òîãàâà

ez = eα+iβ = eα(cos β + i sin β).
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Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà îáîáùèì, êàòî ïîëó÷èì îáåäèíåíèå íà òðèòå ñëó÷àÿ íà
îñîáåíà äÿñíà ÷àñò:

f(x) = eαx (Pn1(x) cos βx+ Pn2(x) sin βx)

è òîãàâà ÷àñòíî ðåøåíèå η(x) òúðñèì êàòî

η(x) = eαx (Qn(x) cos βx+Rn(x) sin βx) ,

êúäåòî n = max{n1, n2}.
Àêî îáà÷å ÷èñëîòî α + iβ å êîðåí íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå ñ êðàòíîñò k,

òî âèäúò íà òðúñåíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå òðÿáâà äà áúäå

η(x) = xkeαx (Qn(x) cos βx+Rn(x) sin βx) .

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå: Îïðåäåëåòå êàêúâ å îáùèÿò âèä íà ÷àñòíîòî ðåøåíèå çà
ñëåäíèòå íåõîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:

5.2. y′′′ + y′′ − 2y′ = x2 − 2x+ 3

5.3. y′′ + 5y′ − 6y = xex

5.4. y′′ + 5y′ − 6y = xe−x

5.5. y′′ + 2y′ + y = x cos 2x− x2 sin 2x

5.6. y′′ + y = ex(cos x− sin x)
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